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AN ALISE TRANSCENDANTE. 

Essai dune mpthode générale , ser\>ani à intégrer , avec 
une approximation iUimiiée, toute équation dijjéren~ 
tielle à deux variables ; 

Par M. le professeur J^bahp» conespon^fliit de raoedéioie 
royale des sciences , doyen de k fteidlé des sciences de 
Strasbourg , Gberalîer de fOrdre royal de la L^^îon 
dlionneor. 



Dans plusieurs prc^cedcns mémoires (*) , nous arons enseigné Ii 
coiKsiruire des formules à l'aide desquelles on peut inlégrer , entre 
deux liiiiiies donndes et avec tout le degré d'approximation qu'on 
peut désirer , toute fonction diiTéreniielle d'une «eule Tariable : 



O Vcgrtt, ioiB.VI«pi^»8i «tSya;!*». VII, a4i}t«ni pi§.34^ 
fmn, X, Ji.« J, u**/mlia i8i^ i 



à INTÉGRATIOn 

rions nous proposons de montrer ici cotmupnt , en inÏTant Tespfil 
de la in<hne metUode , on petit parxenir à intégrer, avec le même 
dcgrt' (i'appro.ximalïon , toute équation difTc-rcntielle d'ordre et de 
degré ({uclcoti(|ae , entre deux variiiblcs x j y Ce sujet semble 
derotr mériter d'autant plus d'inierét que notre indigence , rclati- 
Tement à cette Jjrancfae d'anelise , n'est malheureusement que trop 
bien connue ; que les équations g^éralenienl înlégraMes se rëdttUent 
è tto Irès-petit nombfe de classes; et qu'encore leurs inté|(rale8 ne 
sont , pour la plupart , que des ëqusilioas compliquées et transcen- 
dantes , dont on ne saurnit , le plus souvent , tirer aiicun pard, 
pour obtenir la valeur de l'une des varisbies en fonction de l'autre* 

Sqlt une équation diiî(écemieU« quelconque , re^ésçot^o g/ioén- 
lement par 

si son int^f^rale pouvait être obtenue , et si celte intégrale était ré- 
soluble par rapport k y , oa en tirerait , pour cette variable , une 
èxpitssidu de cette foroae. 

y^K^ 9 » ^» • ^» » • • • • • ^n) f (*) 

laquelle, après avoir déternûnë les ponstaptes C, , , £*, Ca$ 
par » conditions distinctes, prendrait cette nouveUe forme . 

at alinra aenlement if deviendrait po9sll>lé d'assigner , ioit exactèittent» 
•oit par approximation , la valeur & dë y , 'répondant i' uncvaleof 
quelGiMiqao 0. attribut 4 « j cette valeur serait , en effet , 



DHft ÉQUATIONS. i 

L'objet Iga WÊM. wufÊ proposoos ici est de parvenir I cette va1eid( 
h de Y ^ sans passer pnr le double intermédiaire de l'intégralion^ 
de l é(iiui|^a Çi)., et do la. résolution de «>% ijfU|;ral^ 

Observons d'abord , avant d'entrer en manière, que ce ^ue nçus 
dirons ici da cm oà c'eat y que Pou fent dblffnîr en fooelioii éû 
m doH e'^ttiidre également du cae où ce jeraît jra civitnûre s 
qu'il s'agirait de déterminer en fonctièn de jr » attendu qbe , pardee 

foripules connues , on peut , dans Téquation ( i ) , changer liiypol|tibu 
relative à la variable indépendante y- et traiter ensuite j: par rapport 
\ y, dans l't^quation résultante, comme nons allons traiter, dana 

celle-ci , y par rapport à x. 

Ces choses ait^si entendues , considérons i'ëquation (3) ; cette 
équation exprime une certaine courbe, dont l'ordonnée h , répon- 
dant i l'absoisse donnée a , est l'ilKonnue de notre problème. CÔn- 
sidérona sur cette courbe un are très-petit epap^ 4 ppu pr^ à soi^ 
milieu par. Tordonoée h* Pins cet are sera petit , et plus il deriendm 
permis de le considérer comme se cemfendant se9siU^Bfent,a^ Taiu 
d'une certaine courbe parabolique ayant une équation de h lotroe 

j=^H-JÎ*H-6V4- -h/Lt"» } (5) . 

et même, si la courbe (3) était connue yrieo ne a^raït plus fKil| 
que d'assigner les Tsleurs des coefficîens B ^ C ».^..,.À ^^roj^iW 
I satisfaire à cette condition ; on Toit d'ailleurs que , pins le nomlpa. 

arbitraire m ou le nombre ar-4-i des coeificiens serait considérable* 
et plus aussi les deux courbes approcheraient de coïncider exac-* 
tentent à une petite distance de part et d'autre de l'ordonnée h. 
Alors donc , en faisant x—a , dans l'eriuafion (5 , la valeur qui 
. en résulterait pour y pourrait ctrc sensiblement prise pour 1 oidoa- 
née cherchée h» ' 

Voyons donc si nous ne pourrions pas parvenir à déterminer ^a, 
eoefficiena de l'équadon (5). JQfabord , ces oojefficiens^ ^kffSBX- iitt 



4 INTÉGRATION 

teb que les conditions relatives à la détermination des constantes 

se trouvent satisfaites -, ce qui établira cnlre eux un nomhro 

n de reUtiotUi U ne s'agira donc plus que d'ea trouver m-^n+i 

autres. 

De r<quation (5) on tire 

4m , 1 

il =:aC+6P*-i-i2£**4- O/Lç"»-* , [ 

J (6) 



Îb imbslîtQtnt ces releon'daiM réqaation (i) , elle preodn la forme 
i^Cir ^. ... ; . il)s)o« (7) 

Or , il est clair , par ce qui précède , que , si les coe/Rciens in- 
connus u4 , B, C , .R, avaient été convenablement dcterminës, 

cette, dernière équation serait identique , ou du moins à très-peu 
prie, pour koutes les vftleurs dc;r, peu «liiEérentea de la iralenr a; 
en expribanCdoBC qu'elle décent telle , en effet» poar de pareille» 
▼aleors , àn nombre de m^n^i , on se procnren , entre les coeifi* 

deos A f B , C % if«le nombre d'équations néeessaîres pour 

compléter leur détermination. 

Comme le nombre m est arbitraire , et assujetti seulement à 
n'être pas trop petit ; on pourra toujours le prendre tel que le 
nombre m — n-f-i soit un nombre impair 3/»+i ; alors , ce qu'il y 
aura de mieux i faire , sera de mettre successivement pour x dans 
(7) le» nombres a , a+z , a^zz , a-^z , ... ..«^«t » étant 
nnè £tictSott aibltriSra, mais tiès^petite; on conçoit èn e£Eet qu'en 
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DES ÉQUATIONS. 5 
consî<)^nt ainsi des points siiocs de part et d'anlrc de l'oiùonncc 
h et très-rnpprochës de cette ordonnée , on obtiendia un plus haut 
dcgrd do précision. 

On pcul , au surplus , simplifier le procédé , en cbancrcanl d'abord 
dans rëquatioQ proposée (i) , s en a-i-zx ; alors , il suiBra de 

aubatituer 'les nootlAwa o , , ^2 , i la plae»' 

de St dans Téquaiion (7), et de chercher aimplement ta valeur Â 
de jr^ qui répond k ssto.- Et /comme rexkctîtnde de cette Talcrbr 
de'pendra , en grande 'partie , de la petiteaae de je ; ce qa'îl y aura' 
de mieux à faire sera d'y supposer z = o. Il est entendu , an sur- 
plus, que, danî la recherche des conditions relatives h la déter- 
mination des const hUls , il faudra également avoir égard au chan- 
Hemeni de s en a-j^zx. 

Comme, dana le cas ùh. l'équatioD (t) le trftUTeniit d'un degré 
«ti peu dtevë , l'équation (7) , renfermant alon dea paUaaocca dea 
coeJBcieDS A,B,C,, ,»».Rt pourrait être Inèommode pour la 
détermination de cas ooeffieiens } on ferait hien de dîA'ércntter une 
00 plmtearà Inia l'éqaatîon (i) , et de combiner ses difFérentiellcs 
tant entre elles qu'avec elle-même , de manière à obtenir l'équation 
la plus simple possible , laquelle serait alors substituée h cette équa- 
tlon (1^. 11 taudrait seulement, aux conditions déjà établies pour la 
détermination des constantes , en ajouter d'autres en nombre égal à 
l'cneia da Tordre de dtffifreatielle de b nouvelle équatioD anr l*wdr« 
de l'équation (1). 

Enfin , noire procédé poarra également élm tmployé k résoudre ; 
par approximation , lea équationa transcendantea à deux variablea 
non résolubles Immédiatement. Il ne faudra pour cela que les dif- 
fércntler un nombre de fois suiBsant pour qn'on puisse , entre ellea 
et leurs dllIVrcntiel les , éliminer toutes les transcendantes. Le résultat 
de l'élimioaiion sera »iors l'équation qu'il faudra prendre pour 
l'équation (1). 

Il ne nous reste plus présentement qu'il appliquer noire proeédd 
k des exemples i mais , tiia de |iir» nleiw appîréci«r les terricflii 



6 INTÉGRATION 

qu'on peut s'en promettre , nous choisirons de préférence des équa- 
tions qu'un &acbt> intégrer, et dunt l'intégrale 6oit cooiiue. £u outre,, 
«fin qu'on puisse juger de rÎDflneDee da noanbn des termes edniU 
Aaos la valeur hypothétique de y sur rezaclitude de la ferviute 
finele, nous ferons croître ce Dot&hre par de|;ré , co le preoant 
d'abofd fort petit , et en raDgaentaat ena«it9 •accessiveanenl. 

PROBLÈME L Va non^re iiaat donné, irmtw son Iftgariibmê- 
nfiiurel ? 

Solution. Soient x le nombre dont il s'agit , et f sop logarithme 
cherché ; l'équation da problèoie wca 

«Hi «adiffifmitiaBt; 



4r 

et 3 s'agira de déterminer , au moyon de celte dernière équation , la 
râleur de y qui répond à une valeur quelconque a de jr , en ob- 
servant d'ailleurs que la constante que comporte son intégrale doit 
être déterminée par celte, considération qu i la valeur jr=i doit ré- 
pondra k. valenr jrao. 

Chaageona d'abqrd « eo.«nhs* ) ed» duogfln dbr eo ed#;et notre 
ëqnatioa derieadra 

(^f») ^ •^*=o . (0 

eà la constante devra être déterminée par cette considération qu'à 
é^xss^i ou «a8i<i->> devra répondre f=o; et il «'agira simple- 
ment de déteiminer , au moyen de celle dernière ^quatioo , la Taleur 

de y qui iL-| ond i 3r=ïO. 
Soii posé d'abord simplemenl 



i-' i^Ji i^O 



DES ÉQUATIONS. f, 
y=A-hJPx , (5) 

4e maDièrc que «oit le nombre cherche ou Log^ ; hous en tlcduiton* 

♦ 

subsiauani ces valeurs dans i'equâtion (i), elle deviendra 
dtns laquelle faisant la aupposilion nniqoe «sso p nous auroas 
la eoodîtîoii ralalive k la eonsuote doiman «nsuka 



'S 



éliminant dose B, «obre ms deux équations ». il TÎmcIra 



résultat OLi r disparnît de lui-m^mc ; changeant donc a da 4r|nous 
aurons f pour picmière approxitualion , 



Cette formule est exacte pour les logarithmes de zéro et de 
Vuru'té y et même pour les logarithmes de tous les nombres très- 
voisînt de l'unité ; elle donne tous les -«utrei beaucoup* trop faibles, 
et d'autnnt trop faibles que les nombres sont plus grands 1 ce qui 
•*aper{oit aur^le-cbamp , ^«n ranarquui: qu'eUo donne Tnnité pour 
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le logarithme de rinfioi , le^jaei , comme on sait , doit être lulr 

même infini. 

PowiM , «n neond lieu , 

eo «nbititaaiit dans féquatton (t) , elle deriendn 

ou , en ordonnant par rapport à x , 

En mettant successivemeot pour ;r , dau celte équaiîon , lesTaleun 
— I f o f +1 I on obtient 

Prenant las dUCfianeai consdeutifas de ces ëqoaiiont »-noiis-dbtienN- 
dMos oes deoz»ci 

Pienanl la demi-diilérencc de ces dernières , nous aurons. 
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T)es ÉQUATIONS. 9 
tt'où m renootam . à ^ui précèdent , wns condoiont 



' ' . ■ • • • • . 

CtU 



mût la «mmUiîmi nUtire l'Ella céosiantè doinift 
,Mibitituaiil imi& -kr-Mleàii-'vPdwrai j il itenârë. > 



JUsanl anfia jso ef dianyot a, m m, mm ittrant 

• • » ^ a»» . â»» 

formule plas exacte que la précédente ; maïs, comme ella^ 
lement pour les valeurs de » fta différenles de l'unité. 
Posons encore; 

i(»^-hAR|ÉCs^flb«4^J|^H'F^■S^ (50 

en nilMtbttnit dan» l'é^aiîoB (1) , die defîendra 

X, a- 



^ ^ tUllïGRATlOTS 

ou , « «M«pp«t r ««aflOBWt par rapport à * , et posttl , pPAU 



mettant successivement pour dan» cette, é^tba , le* nleOM 



—a 



o=^'— c/— iy-i- -EX— J?^ * 

0=^+ 2?/+ ^' f 

tE pnttut let aUE^Miicee eeMéenâm, nooe muùn 
oasJB'— ^4- iH* ''-I- ^ « 

pienant U Boltî^ des âUOnam eoméenUm d« eeUesrd» 
iurons 
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prenant le tien das ^rence?^ «HMiséciitiTe* de ce» dernières , 

pramt tBfiD k çi«t de la différence de ces deux-ci , il viendra 
à'oh , e» remoRtiBff 

remettant pour çeâ lettre» le* quantités doal eUes sont le symbole, 
.nous aurons 



3a(««— &M«Hf4c«| • 





mû > pir la conditioo qni déienniM h conttaat* , m m 



« 

•uliMiluant donc, il viendrA ' 



fiSsant enfia «so , at cbatageant ansifilii « aa « ,*dom anroM 



formule plus approchée encore que les prëcëdentea/ Oiaîa toojowa 

pour dos valeurs de x peu différentes de l'unitë. 

Il n'csi pas nécessaire d'aller plus loin pour être conduit À soup- 
çonner ^uc , si on admettait une infinité de termes dans U valeur 



I 
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l»Bft tQUATIONI, fS 

liypoMiqae d« y , m<pû -cm U j^nM ^fVomSi fm» poqv 

« , cette Taleur ert ta «Ibt «uele} cat «& Vqn y C|it 



fonnole connue. ; . - i ^- 

AiDsi . l'exeaiple ijn* nom wnm dwM . iMt « |iMtifi«iit 

plèument nolMBiétW», ■M*W».«l«î'^ "*^» V» 
méâwâ» B'esi poinl Mokmeot no procédé «ppiMibiiatir, «wi» qu'elle 

pMt BêlM doua» 1« déwloWitaMt «éaërâl «t t%MMWIXMI«éli» 



PROBLÈME IL Tnanr h nombre aufuel ripond m hganthmê 

naturel proposé? 

Solution. Cette question étant l'inverse de U précédente, îl faudrt,' 
pour la résoudre . changer * en y et ficê mé., dlM l'é^«ulî«« 
de la premûècay ^ui .dqviaiidca ainn 

dr 

•u^ «B ciiangeast m an «-t*JE#» 



IWTEGRàTÏOy 

a 

yzz I doit répondre fl+x^ssO- «tt #S— — . 
FoMU d'abord «iflof lement 

•D sQbfttLtoiBt te r%»iion (i)rdlr MwdfW 
- : l<^+Ar)-»Jïd>o 

on- 

nous aaron» ici à faire là aeole snppositioa sso ; qui nom iM 



U f Wi^^^ ^ doU d^tscminer la cotutanta donaara-» en ouirev 

■ * 

éliminani B entre ces deux équations, x disparaîtra de lui-même ; 
et , en changeant ensuite a ea x , nous aurons , pour première 
approximation , 

r • 

P^ons, en second lieu, ■ • . • •. • 

d'où 
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0£S ÉQUATIONS. 1$ 
«I laMtoant diw.T^fiutitD (t ) , elle deTiendra; 

lïoas aurons seulement ici à laice |K>ur s lté •appotitÛNlt 
O y -f"* « ^ donnera 

«• pranant la dMBÎ-dUMvenee é» cm 4m» iqoitoly 11 tiaodkt 



^6 IMTEGRATIOK 



^ fit il tondiiiffn qui d^termioe U coa£tant« » oa # 



faUant enfin jesso, et ch^£«ant « en. jr , 4 vieodra , pour secondé 
«pproaimation 



•nbstftnant ccstalcttn déat l'd^tîon devîendrt 
pa^ en ordonnant ol posant, pour abroger» 
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DES EQUAT10N& 



Ea«n|ipoMnt. successÎTement , im» eetto^derniir» équaiîîsB, «s; 

deot prolilèoDÀ } 



«b4 



î ■ »••• II". ■ • 

1=^. .. . . 

■ .- r r '.»'.-• . . • . ■ 




laisMit eD6a xao, tirant la vdeoc de ^» et.dipp|pj|il « « 



nous Jurons / pour iroislèniA «p|i>o«im*tkHè« 



II n'en Tant pas davantage pour être conduit k tcaipÇOfitiet qoe 
l'on doit avoir géoëraleoient et rigoureasement 

C= î , . i 

,èt en effet , cette foraraltt e^t exacte ; car , en y dungetitt S .m4 
— #, elle devient 

formule connne» ' ^, i. i r Si 

PEOBLèMS Itt, Trùm» U sùuts et te têwms dm ârt 
donné pÊeleoufuef 

Solution. Soit ac l'arc donod et/ »oa sinuj; on a,ura l'é^uatioq 
d'o&f en dlfiJfnntl^Dt ^ ... ' 
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fia preiunt k soaime des ^uarrét de cea deux é^uauoi)», U Tiendra 

^1*^ L u J »~ * ^ .... 



Pour nous délivrer de^ ^mM»-;,;^ Mj^kMaienient le calciii * 
4i£Sire9tiiii» do nouveau j ça ^iddooiien , ea firiiiM par , 

Les deux coiMUDte& que comporte l'intëgraje de cette ëquallon doivent 
Ura detetnioëflo pu eelte dota&Ie' «asatidiriition ^u à jr=o doivcut 

répondre /=o et ^ =i . 
OuuisefiM # en «-h» } régoatioii difi'ëmiiiolle doriendtA- 

lès deux côMtinHer JmuralMÉ étro d^hm double 
considération ^u'à q-^zx^o ou 4 «a— .1 doiyeotrépoiidre/so^ 

~ ; et les «inue et «uiinua de « ionbt^ce que derlouMUt ol' 

I df - 

Cetane uow «voué dëji deux cônditioiw t lunplir» idelnèmeut* 
aox constantes; la snppOsUioii lo-fiin fue nottO puÎMÎone' 

lida»etire eal * 



. ■ < - 4, TT ■ .4 r. i ' l 

B 

SiQ^ = .<^ , Cos.tf= — • 

En sa1»»titiMDl dan» rëquiiioii îeVieiidn 

c'esl-ii-dire , ^, . 

Nous fcroos ici la «eule hypodi^^e #=so , laquelle donnera 

• .. ^•aCsssQ ■ I . . ' 

; • • . ■- ^ lî. i : . :?n';:i vT-^>t! al.' -'» .1 T :'>■. !:•;;■ i- ' .J - la 

«u bien *^ . * 

4 

Ica coadiliom rdaiîvai ans conataote» donnent d'aiUenri, 
. b' C B C 

^naiinant donc eatr»«ea ëquationa^ «t drant die» 'ëquaiioM nteal'^' 
tanie» iej vaUurs de d " • i^ viendra * - . . 

*i .• . . 



. . -.^î» «JL- , ^'j .. 

a». , — =t « 

•+T 



d'o& a disparaît de lui-même. Cbao^eant doba « «n ar , poM an- 
ronsy pour première ap{>roximatton , 
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DE5 i;g_UA.T10NS. . at 

* • 

I— — 

^'où ■ .î. . \ . ' . : 

* , 4 .IJ , .■ ■ ' ....... 

•m rabstimattl ec« Talent» lu» l'^Q^io» (0^ ^vîendr» 
««, «N ordonnant , • ' . ^ 

«uppocant «u ii cié M Îyi M l i i nr # ^ftl è , o , + f , S vienâca 

f («nant les différeace» coosécutÎTCs de ces trots d^uatloos , il viendra. 



ja* TNtÉCÏRATlON 

yrtnint U d«n&»4j#pnace cm deux-ci , oa aurà' 

d'oà » aa nmonuat ^ 
Oa^^rt d« CMiioit iMlftrai <^aUonf 




V * * f ' <♦ 

lé» MDditioiit Mblim n oontlaBiei iom d^aillMii* kl' 

» c D .E 

„ • ■ - \ 

en y substituant donc les troîs râleurs c3-d«Mas , ellei 4à«i 
en fai*ani de «uiM «xcepié 4a|i* le-déoomtikklMC da-Jf ,- 

dcs^ueiles on tlrert 
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^ ■ ^ I)ES_ÉQ,UATIOJ«S. ,^ 
i Çh lHi y iB t «nie « «n Jr/aons aiiron3 , pour seconda approxlmatioD., * 

I 

rr+r ... 

âê M opérant d'une 9i«nîèni««iabl«ble« Mut .traneiioM, pmir 
.tn^ème a|»pc«isinie^ , , 



• 



M marche de ces rëstiltats nous imn^iitl ^ .$BUfipOtÊI/^ ,tf$tt f-ffdr^ 



^ INTEGRATION 



•a doit AToir ' 



ifoà 



or , s'il ca est ainsi , oa< devra avoir 
dfnà 0» oaudorti 

«a aura donc «Implénieol- ' * 

.X 

^^^ ^ ^'fl ,ff^ 

«• qat, «tt. offcl-i Ml- ri^iHiNnseBMiit viau. 

PROBBÈME- ty, Diierminer U Ungtuur iTae» m de mh 
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DËS ÉQUATTONS. a5 
Soîtttion. Soit s la tangente donnée et y l'arc cherché annuel 
«lie apparùent } nou» aurons ré(]uaUoB *-' . 

•B ^ en ^fférmtiaol , 

Cm./—* ^ Sin.jr=: Co»./ , 

£d ëUmioant Cos.y entre ces deux uatioiu , Sis» jr ditpanlin 
MMM I «1 aoiu aupoM réquatioa 

Dans laquelle la constante doit se déterminer pnr cette COMÎdé* 
• talion que jr et y doivent être nuls en même temps. 

Changeant, dans cette ë^ualion , » tiK.a-\'ZS , elle d^fiendra 

•ù la constante se déterminera par la considération qn'à a+is^o 

•B jr=— y doii lëpoodre fso ; at l'aie chacché » dont la Irageiita! 

art aera ea qoa davîeitt loiaqv^oo aoppoia#a«b 
Pflaona dldiand rimplamant 

y^d+Bsr (5) 
è-*» (6> 



«atlaot cette valeur dana {i), alla davianda» 



i6 INTEGRATIQII : 

oa» en ordonaaqtt . . 

En iuppovaot «sso, cetl» (jqualkm donnen 

UÎ con^iui nlaUT« i la conMante donnerf^ d*aiUettn 

' ' ' ' ' .1 ■ 
ëlÎRÛnant S eotre les dcux« on ann 

changeant donc a en ^r, nous aurons, pour preiuièrc approximation , 

AfcCT.ng.=,)=— 

Posons , en second lieu , 



d'où 



ont 



iubslitoant dans l'ëqnation (i) , alla deviendra 

an en développant » ordonnant et posant , pour abréger , 
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DES ÉQUATlOirS. «, 

/MMiil saceeMivemenl pnur jr, dane cette dernière , les supposidons 
- — i , o , -t-x , il T« 



d'pà» tn pmiiAt les difl^oçM cwu^cmive» ^ 

prenant la demt-diiFtfreneer de ces deiix dernières^ ii vtende» 

* '4 

d'oè 

nous avon» d^ailteOM.' 

nous aurons doaCj en subsiUuant^ . 



INTE6BATI0K ' 



M «a tin 

c 



Li coodîiSon xvUlÎTe à U eoastuil». donne d'ailleo» • 



tnbitlliiMil donc, tt lunnt , aprè» U subttitatioa , caso « non* anMM 



c'est-à-dire , 



on l>len« en eliângeant a en «t 



DES EQUA-TIOH^ 
AreCTang-*)-,- — —j^ 



En admettant deux termes de plot dant U valvor hypoibcllque 
y, oa Inraianit 

+ . .•V=3 



série , dont la loi eat èrîd«nto , «t f a'oa peut praloogcff «mn loin 

qu'on le voudra. 

Il ne serait peut-être pas rtîsp de ratnpner ce développement aux 
formules connues -, ni iis on ne saurait ncanmoins en rontoster l'exac- 
titude. Pour ne iaisicr aucun doute ù cet égard, appliquons - le 

à la Kchcrche do noinbra ^ , dont la valeur , approchée à moioa 

d*ane demi-unité décimale da la**' ordre ^ eat 



INTEGRATION 



^ Pour y pan-cnir, il ne s'agira que de faire a:-t, dans h formule 
ci-dessus} les icrmcs , dont i indice eit divisible par 4 , dbparîdtront 
d'eux-méniM y et il viendr» , 

Val i3 37 i4^at ,5^ a« i3.i4.i 
- , Va' '7 »8^a- tg/ ^ »• i;.,.!,^ 

4-f — -4.— l-i__L 1 ^ ' 
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. DES ÉQUATIONS. 

4« a" 4» a»» 4V a»« 41.4 



43.43 • 

Va*»"45 ""Tî "467" 47 yl a" "45,4647 

/il I I , I I \ X 3i37 
^{ 1 1 J i_ • 

43 a" So a** î»»/ a** .49.5o.5f 



9in» dont le ternw général e«t 

£n iMuÎMnt M$ .tnnMs en déeîmal«s ^ on aura 
s+-^s+o.S33333333 



iz INTEGRA.TION DES ÊQUiTIOMS» 

s 85i 

_ SS-4-0.00OOI w8 

i • ' ■ 
■ V '^'^ r- ... ; .»o.ooooooia^ 

-F'iW7' .-<S000000007 

J -V=s+o,oooooooot ■ ' 

■ — K>,o56d4oo7S 



Ce qut 



,785398165 ;. 



wkw nicte jusqa% ta dernière décimale inclotiveBieBtk. 

Mooa étant ainû iMutéa de l'exaelttude et' de là eomaiedUé dar 
•otre nélhode» par aon application ï des cas dëjà connus ; îl 
B0U5 reste- plua qu'à l'appliquer k des équations difFérentieUee qa'onr 

ne sait pas encore inlôgrer , et à examiner si elle ne serait pas sus* 
ceptiblc de c^uelque* «impliâcatioos } el ce aecale sujet d'un aecoiid 
mémoice» 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

r '' ,'. „ '..i. , ' ' '■ ■ > •: 

Application du calcul aux différences partielles à la 
résolution de quelcfues problèmes d'analise j 

« f 

t. . 

Par M. Fredbrio Sabrvs, : 

. ■ » 

Le calcul aux dl/Idrcnccs partielles , qui doit son origine \ des 
questions de géométrie et de mécinique , a été postérieurement 
appliqué , d'une manière très- heureuse , par des géomètres du pre- 
inier ordra , à des quesdoDS i» pure malîte* Ce «ont quelques cttaî* 
de ce genre d'application qw oons. nom ..^topoaoïis de préaenter 
ici , en employant successivement cette branche de calent et en 
développement des fondions, polynonûales en séries » et an pioUàme 
dti retour des suites» 

■' ' ■ ■ • S- ■ 

Difdoppment m séria dès /mistisns pi^fnommks. 

M. Paoli s'est déji proposé de déduire des seuls principes du 
calcul difTérentîel tout ce qui est nécessaire pour parvenir au dtive- 
luppcmcnl CD séries des font tions polynomiales : c'est du m^-me 
sujet que nous nous proposons .dp nous pçcuper ici. Notre méthode 
étant nn peu plus simple que celte de l'îllastre Italien , nos résultat» 
doîrent aussi étie moins compUqaéi que les nens* 

7mi. Xf n,* U ft 1.*' 'x8i9w * ' 5 



$4 DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE 3^ ' 

So't u une fonction de y «ju'il soit question de développer SuWtnt 
1m puÏMAOcei de a; étant donnée p«r i'e^uatioir ' ' * 

On aura d'abord cette «uUe d*équatioi» 







d« _ 

da ~ 


du d/ du 
^ ' dî ~ * 




d« _ 


du èy du 
^'d^,~*^ • 






du (])• du 


(1) 


du _ 

da."" 


du Ay q du 





dansleaqodles tf. MAtttetl^seomme indépendantes. 

Éilmiaanl entre chacune des ëtj^uations (i) et U derniire ^ on 



ds - Al 

d?r"*^d; • 

du _ du 



du 



du 



(a) 



iWES .FOMlCTIONS POLYNOI^ES. U 
Mettant eoratte dans les valeurs de , ' ^ ' T~ > "" » 
données par les équations (i) , on trouve 

du âu iit àit dit 

Posons^ pour abréger; 
La première des ëquatioma (a^ donne 

pottfyn ^'apria la diiSkantiatian on tappoin 4mo* Vactaal 



On tiforait de même de la demièn dqnalion (a) 
et enfin de rëqnatton (3) 

-ff- +'*^* "ST ■*'^» "d^r"*""" 

équation qu'en tertu de rcquatlon de condiilon (5) qu'on peut 
dianger en celte-d, 



36 DEVELOPPEMENT EN SE&IfiÂ 



ou encore ^ ' 

■ .'-> ■ I "1 . ) . — - . 

n.^„=tf . r ]r^a> t- V^a , 5- r-"- («) 

d«a^i dfl«-i-K «i^it^.} 

L't'quatlon (6) exprime suivant qiielln loi chacune des quanti((?$ 
t » I * dfirivc de ceiic (jui la préccde ImmédialcmenU . ^ 
La formule (;) , ne rcnferniant de dîfFérènlîàtlons que par rapport 
^ a , permet d'employer les valeurs particttlières ou nuinëriqaesy 
de 4», , tf, , tf, » et Je 1" réduction» à mesura 

qu'elles «« présenteront ; «e qui , dans biep de cas , la rendra 
préfiirable. 

Enfin» la formule (8^ donne le moyen de revenir de l'une quel- 
4,onque des quantités , A, , A^, h celle qui la précède. Ella 
devient aissoiré .lorsque 11=0 ; fie- qu'il n'éuit pas dtiRcUe de 
prévoir. 

Au moyen de ia relation que l'cqualion (8) ëtabfifccntre les divers 
cocilicieas de , dans le développement de ar , 09 peut donner nne 
Jnfioité de foraes différentes ^ la formule (6). Noos avons rapparié 
seulement les ptoa remarquables ; mats son emploi peut Avenir 
plus intéressant. En effet , les équations (4) et (8) peuvent se con- 
centrer on ceUcHÛ 



do laquelle on tirera i 



<iA„ _ àAm—* 
Ti "jI * 



acuBiiicnt 



et , en général , 



Digitized by Google 



Alaiatenant, on a 

*«-H/. j;^-*-^- d-.>"^ir diC**"-- 



1 



pourvu qu'après les dlfff renlMUona on: (iMiB^yjiSo, dans las quantité 
^mt » ~r~^ »•••••• <lu second membraé L'on aura donc, en vertu 

de réquation (9) ^ . 

moijrfiini^t les .mêmes ^i!i^.Qët!ÎpiMl!«: A^ciaime^ , lâàn^li. ^^fiU^ 
équation , les dtlFâentlalibôs lie iobt plus rélatîvea î'^û^i oh trouvera 
U Taleur de J„ , dans la suppaailioa de «^i qndcpn^ne.t «î l'on a 

les valeurs de ^„ , ^m^m^ ^mm*m 1 dans Ik' supposition do 

û„^o , sans que. pour ee|a- on sôiti obligé- 'ide Mcoounencer Ua 
calculs. ' 

Par lè moyen dos formulei prL'cëdeotes , on pourrai s'dlevcr , de 
proche en proche , à la valeur de /i^, en foncrion de a, , , 0, , ....A , 
«t des coel&cîens différentiels de eette dernière quantité ; mais 
cette marche » d*ailleura très4ab(metar-',-4ie sekait fondée que sur 
Fanatogie. Yoia , puur le même o^jçt^ une méthofle en même 
temps plus eiEpédilÎTe et ^lusHrigovra^^ - +' ". " / " •• 

Si l'on ^ail 1 pour abréger » 

on aura 

y=a+Ar J et . .,»îsf(tf+/jr) f . !. 
PU bien , an développant, • • ' • ' t 



Il .«^CTÏI-QPFEMKMX E» SERIE! ^ 
jOa a d'aîUmm 



, il. ■ . 1..- " • • 

... 5.."'.: »!H»ï!i5.dii; •^ - ; 

^« j ' ' * ' - il . - 

iinn .. 

UI'PTJ-^r. f\'yy,yct t.^tîTr.A-'i .rr. .t 'j!î^a<j J- ;)!'./r, .ti ■'■ "f^ ✓ 

if.lone )*<to suppose- ' ' 
on aura 

0^ , en rewrenant rqriii;» d^ . tenues , 

Mais, en suivant la marche qui noo» a conduit aux formules 
(6) et (;} , nous trouverions 

Pïirlant, si rm i^t 
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. « , \dlf^.àot ».(lfl,.d«a *da,.dâ, , , . ' . ^ ' 

t'Oit' 11''-:* •■ '.»• ' ""î'jT!»; ; 'iOY« ^!^o^ , al: > nq ttrp do eiirrl 

•f' •' • ' ' :',.•'•...!..< ^ '( "j'*.-!. _ lu-Ji : .S' 'm 
et par conséqueiil 



La réunion de la formule (13)^ arec une dea formules (10) et 
(11) remplit l'objet proposëi 

Yoici eniïn une mdthode très-simple , pour coiutroire tout d'on 
coup rentier dévelop^eménï d» s. Sait ùk 



on aura aloia 



pourra que, dans le second membre, on fasse Â=Oydlfl^ 4flfcj 
différentiatlons. D'où l'on rpit qu'étant donné le dëreloppaHMIIt dt. 
H, on aura trè»>fàcUement celui de ». Supposons done. 



1^ »-*l«flfAilFLÇ>fiÇÎ'T.Mi?|:V-^ 

. . T « . ..... ». - • > ' 

pàm 'lUtennuwr chaque terme de H , en fooctioa de eeu- q^, 
le précèdent. ^ , 

* . \ ■ I ;■ ■ ■ 

Dans ce qui procède , nous ayons suppose que u n'ëtail fonction 
que d'une seule quantité y > qu> n'ctaît eUe-wême foncUoo que de 
ouU i présent supposons _ . . ^ 

* ♦ 

7^*0,1 -ï+^'l, 

et y' étanjt'là eomme-de téw lés' termes dè le fitfme ««^.«Tx*, 
àg^^^ qvë' ron «pent^ feiife*, en» prenant, pour m, » tons les 



nombres entiers jpoMtîfs » aéro compris , poarroat se mettre sone 



■ ■ 



Cela posé , regardant con^me entièrement indépendantes les diTOiéa 
quantités x, z , & dlfféTentisnt dans cette Tve, on 

jceuxera facUement . . , , . ^ , 
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DES FO^NCTIONS POLYfNéMES. li 



du 1. « dtf 

35j=^ç.h'":-«.a.* •..-. ,(3) 



1 • i , 



En vertu de ces dens dfinil||èm. «Squaiions., on msot ditocer fi) 

«t (a) en ceiles-ci • " » • 

Menant, dan* Idqiiatwa (3) , et , an JBni.de/» et : 
eUe deTieiMin ' ; - ^ ^* 



î»if.i»JPF«^; aT»c r^uaii<»;(3), donne . - ;.. 

/' » * ■ • ■ . 

•t OQ - tirera de méii|^de l'é^oatien i(4) *^--' 



^1 DEVELOPPEMEMT EN $jîRTES 

Malotenant , représentons en général par A,^ la valeur d 



I • : t - . 



rb! dards* ' 



lorsqu'aprè» les diiTérenUttitas 6n y ii^ojL' «^«?'«l&fiilC& 

d'abord - : 

•uWantes 

as moyw de» relations domw?e$ par 1» ^quatUi (ii) , (fé) ott' 
pourra donner une infinité de formes difTcrcntes aux formules (g) , 
(lo) I nous ^>is comemeron» de affûtes ie*f iwapaU*> «jui sont 



/ 
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©ES; FONCTIONS PaLt^irÔMÉff/ '4J 

■ ' > ■ » ■ 

Ban* «M «ràb"daii!èfM(<lDftBtiiM i IdiBign^ m '«» npi^te 
JB} «t non» tTOiM fiûty pow «bti^tr^ . ; 

' ♦ • )..••. 

Quant à la manière d'y panrenîr , voici pour cela une méthode 
que je crois pliu aimple que l'emploi dei fonniilee (g) « (lo) > 

(il), (12). 
Les équations (i) (2) donnent 

■ » ■ • 

on , en falnnt =: • , 



'44 D É V E L O P P E M E N T ^ E N ^ 6 K I E S 

ou cncoie (M^.^i,..Vh , -..^.a, \ . 
(•71) , ,1 ■ -— -'.T^vn*- •T''^.».*- V 'C»^* 

en menant respeclivcrocnt 



ï la place de ^ et V- ~j , ce ^(ànèift pftnnfc , en irefia 

dtes'P^tetiWV (3) ^ft (^{^^ le «îgiiën»<èe2«e 'aBpf>otki« ixia'àiua 
Enfin , on tirera de l'ëqualîoa (%o) liïir4or|aule qui na ;dUfi(|tt^ 

de la formule (i;) (ju'cn ce qu.. « y s. r.i au lieu >' ■ ' r,'tie 
formule |ine fois trouvée;, on èn déduira. £i<Hleniettl^Cl^> ^,('9) » 
au moyen des relations (ii) et (la). 

Enfin , l'on sait que le développement de u Ç8l égal à une suito 
de terme* d» U iorme 

fidiant ensuite ^ 



on ann 



II 



pourru qu'après les dîfTrrcnlîations l'on Fasse /j=iTç^ ç, , /i~l>c „ dans 
le développement de H, On déduira donc par U , du dévclqppcmeoi 
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DES FONCTIOVS POLYNOMES. 45 
6ê ff t tcu* 1m teraiea do celui du u , dam iubijtiola la sommo dca 
expoMOS (l« « «t s w lera pas plu^ grande «jue p. 
Soit encon 

on^t^r^ , . •. ..'^ .... t 

poQrrtt qm , d«ns le déreloppeaieat dfe i7 on. soppose A el A îinU 
•^fè( le9 4iffireiit}aliQn5 , qui fowpil nao. fttttre méthode pour 
tfouver le développcmenl do.v». 

Nous pourrions donner , pour parrenlr ^ çe même dëveloppenMOlt 

une infinité d'autres méthodes plus ou moins compliqiK^cs ; maia 
nous notis sommes contentés de rapporter les plus simples. Nous 
puurriûus encore nous occuper du cas o\i u est ronclion de plus 
de deux fonctions / t î du cas oh y , y' , ..... aéraient elles mômes 
fonctions de plus de deux vanabloo indépendantci *t ^ 
diven CM qo prësenleront 000100 dtffieolté aérieuse è eenx qoi ao- 
root bien saisi l'esprit de notfe mëthodo, .An sorplos ». de quelque 
nombre d'application que nos formules puissent être susceptibles , 
nous n'avons pas peosë qu'il dût éire nécessaire d'en faire corn- 
prniulrp l'usage par des exemples qui n'nuraient fait que donner à 
ce mémoire un surcroît d'étendue que nous avons sur-tout cherché 
à éviter. Nous terminerons sur ce sujet en observant que , bien 
qoe nous ayons snpposë que o était fonction àt,y ,y' , itunsa^j^^ 
on peot eepwidaat étendre soira mëtbodo & ce cas, et cela, 
par un artifice iogëoieox dû \ nilustre auteur de la Méttfnifu^ 
céleste i il consiste i remplacer momentanément ces quantités par 
d'autres , que l'on regardera comme constantes diins les di/Téren^ 
tiations. On peut fciirc une semblable remarque pour le cas où if 
n'est foQcliou que de y seulement. . 



'4B \ RETOUR 



S- II. 

Retour des suites. 

Dans son Traité de calcul différcnllt l et intégral , ( 2." Mit. ^ 
tom. I , pag. 2^3 ) , M. Lacroix ob&orvc ^ue , ^yei^ue élégant qae 
é^t remploi dà Tktor^» Î9^ La^aage , dans ropéràtion da retour 
des saîlesy il- oe narait être poortant regardé comme indiqiumlU 
I9Î Hâê focdmlM.aïuifiMUet 11 caiidttii.r 

-rFi|ipp4 de> cena Nmiv^ , qin cjMitf> ii tpim ti^s-&^dëé , nous 

avoàs cherché une solution du proUéihë i^ùT ne pas sujette I 
cH iacoaTénient ; et la suiranle nous parait remplir le but. A la 
vérité , cllf* sera jngf^c ppnt-<Hrc moins jjc'ïnéralc et moins ciogante 
que celle de L>agrangc . ni lis aus&i est-il bien loin de notre pçnsëe 

de prétendre lutter contre cet illustre géomètre. 

y .!,,,., . •■ • . i, ; • ; ■ ^ . '■ y t' U i-t' 

Soit l'équation 

«=tf,«+i7,«»4-tf,Z^+fl^Z*4- (1) 

et proposons>nous d'en tirer la valeur de z , ordonnée suivant les 
poissantes de a. Cette valeur , quelle qu'elle soit , est évidemment 

une foDetioo des qaaiuitéa 0 » 0| > > a, , , que nras rcgarderon» 

comme bd^pendaotea. Ainsi, dîlTéventiant snccesaîvement TéqnatioD 
(1), par rapport à eWnDS de cea gnantiléa, et peeant , ponr- 
abréger» 

l=tf»+2tf»Z+3tf,<*4-4<'4*''+' 

non* aurone 
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DES BUTT.BS. 



49! 



t.i CT îv tu I ;, „• • II -, 

(^) , - . 



EUmlnant k entre la premièr» de* équatiou (a) ftt ducone dki 
ittivutet y oa liounra 



D'ailleurs , en remettant pour k sa valâar (Un* ]« premièn det 
éqnaiioos (a), elle deviendra t ' u . 



•a bien , en vertu des équations (3) , 



• 1 



(4) 



$appowiit 



0 . RETOUR : 

en sulwlUaant cette \a]pur dans l'équation (4) i la compaialsoa 
des terme» «embiable» daiu le« deux meiaitrès donnera 



Carmules qui indiquent enivant quelle loi le eoeJBeient d'nne pn^ 
aanoe quelconque de « 'dérive de celui de la poiaMiice 

tentent inférieure. 

L'équation (3) donne ^ 

•O9 e» inetÉiuit pour m aa Taleur., f.., 1. , 



d'aiUeun est de la forme ' ■ . . .• . . ».o . 1. . . « • 

partant 



DES SUITES. 



'49 



ont qae De sera pas nul ; et 



qui donnera facilement la valeur de x", quand cdle de « set* 

connue. ' ' 

SouTciit oa a 

et alors c'est suivant les puissances de x qu'il iaut ordonner 1» 
développement de m, 0an» ce cas on a 



ou bien 



On trouverait de même 



partant 



if — • . 
d*.~* «U » 



■d*,~* s; » 



àz âc 

= X" 



d* 



(6) 



50 RETOUR I>ES S.UITKS 



MM 



mettant^ dans ^cefte dernière ë^ualion , au lieu de #*« Talcur tirce 
d« Téqnllibii (4^r«t mnitipibAt p4c 0, ,^ on» la cUn^ en celM 

Çf^lKMant floimte , 

et menant celle valeur dans la formule précédente , on trouTCia* 
d'abord 

et ensuite, en. 



(7) 



pour la loî qui lie les coetficiens de deux puissances «juelcon^ues 
consécutives de jt , danr le développement de z. 
Si dans l'équation 

à fzâa 

on met pour da sa valeur 
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ÉQUILIBRE DU POLYÈDRE. 5. 
'et {Mor X «on dévetoppcmcait } en troutera que le coeffictent de 
dans X* est 

m d» 

D*o& Ton Toit qu*ël8nt donné le ddvéloppementdejB, on en dédnim 
fteilement celai de m\ 



STATIQUE. 

Démonstration d'un cas d'équilibre d'un polyèdre 

quelconque ; 

Par M. Gëkgokme, 



Il est connu depuis long-temps que , si aux milieux des côtés duH 
polygone plan tjuelconque , convexe ou non , on applique , dam 
le plan même de ce polygone^ des forces respectipement propor- 
HwmHUt muM longuturs d* tu côtés , perpendietdmw à Umw 
^rtetiotts f a eg£ssûai toioes i» ieims «v i^ars mi tmsieâ 
dehors au dedans , U pofygont déneitrera en éfuilièrè. On ea 
conclut qu'on fluUle pennt et homogène intérieur ou extérieur I 
un polygone dont le plan est parallèle à celui de la surface sii- 
përieore du fluide ne saurait y engendrer aucun mouTement , et 
par suite quo les pressions Tiorisontsles exercërs p:tr un fluide pe- 
sant , so'ïi sur le vase qui le contient i soit sur un corps qui y 
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est plongé , se dëtn^ent rcci^^ri^c^ucment On en pearr«it con- 
clare é|;alemeDt que , ei l'on lend rar un polygone ioTeriable une 
membrane homogène lendanie à se conincter ou à m dilater , 
félastieité de celle, membrane ne .fera, native aucun mouvement dâna 
le polygone. 

Le théorème analogue, dans la géométrie 4 troia dimenitona» 

est le' suivant : 

THÉORÈME. Si aux centres de gravité des aires de toutes 
les Jaces d'un polyèdre quelconque, non pesant, con^txe ou non ^ 
on applique des puissances respectivement perpendiculaires ûut 
plmt de eei fitês , et proportiotmMêt à leur ittndue , agissait 
tMOeâ dk dedans au dthors ou toutes du. dehors au dedans , It 
polyidre demeurera ert i^tdUbre. 

JX n'est pas à ma connaissance que ce théorème soit ddmontré 
anlle. prt; et e*est à suppléer à celle omission que je consacre co 
que Ton ts lice. 

1. 11 est d'abord facile de démontrer que,«,4 un point quel- 
aonque de l'intérieur dun tétraèdre fOii&Mque , on applique quatre 
puiseaneee reepeetieemMi perpendiealairet è cee faeee et dtma 
ùneneité preyanûuuielie è leur étendue, eee fmesaaeee eefereea 
éfut'liire. 

Soient , en effet , / , f % f* t f" les faces du tétraèdre , et 
p , p' t f^' t p"' les puissances qui leur sont respectivement par* 
pendicttlaires , nous aurons 

X étant nue constante } nous aurons de plus 



0 Vojc* entre ««1res l'^^tef^fs» ie BazoiOT» 
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• * * 

Coa.(/»'',;»)=— Cos.(//,/} . 

Li résnlttiitê r des iroit puissinees p% ^ tp^ sera (*) donnée 
pur ]'4qn«lîoa 

et elle fera , avec ia composantes , des angles 4 , i' , ¥' ^ données 
par les finvralea 

En inlMtîtiMat ddoc, caa fomulM d«viend«Hit. 
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mis I par le ihéorènM de M. Girnot {*), on a 

/-/'Coi</,/o--yco5.(/,/)=/'^co5.(/,//o ; 

/'-/Cos.(/'./)-/Co3(/,/0=/''Cas.(/'/,//>) ; 
inWtiloaiil donc , il viendra 

Cee.#=:-p^/«O».C/,/'0=-Cee.(^ ./''O . 

Lï résultante r des trois forces p , p\ p" est donc égale à 
et dirigée suivant la même droite ; et comme il est d'aiileur évi- 
dent qu'elle agît en eem eontnire de r , il a'ramiit <|tte lee quatre 
^oreee ^ , ff' ^ p"* aont en équilibre. 

On étendrait «ans peine cette propotitleo et le calcul qui Tappuîe 
\ un polyèdre quelconque ; maïs ici la difficulté consiste en ce 
que , en génénl , les perpendiculaires menée» aux plans des facea 



(*) Vo/es 1m piges iS^» 140 du 11.* volume du |;4Mat recueil. 
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DU POLtÉDKE. 55 
d'un ti^traidre , et à plus fot te Vaison d'ua polyèdre quelconque , 
par les centres de gravité des altw d« ces Ctees , ne passent pas 
p«r. vn même point Il faut donc prend» ane autre voie pour 
parvenir k notre bnt. 

a. Considérons , en premier lieu , on tétraèdre dont le sommet 
eoit S p dont l'arête 8C soit perpendicolaÎN en plan de la base 
ACB , et où les edtés G A , CB de cette base , et eonséqaemment 
les arêtes 8A t SB soient de même longueur. Si , pour fixer les 
idées , nous supposons horizontal le plan de la base ACB ; les facea 
SCA , SCB seront des triantes é|^nx , fectan^leaea C, dont ice 
plans seront verticaux. 

Sur SA , SB , se soient pris , aux deux tiers de leurs longueurs ; 
des points A' , , par lesquels soît conduit un plan ; ce plan 
s<fra horizontal , comme le plan ACB. Soit joint le milieu M de 
AB au sommet S par une droite coupent A^ en M' ; ce point 
W sera le centre de groTité de l'aire de la îom ASB i et sa pro- 
jection R mr la base aéra le centre de gravité de Paire de cette 
base* Quant aux deux autrea faeea SCA , 8GB , lem centrée de 
gravité napeetift seroiit lea miUeos de Oàf , G^. 

Concevons qu'à ces centres de gravité, et perpendiculairement 
•us faces du tétraèdre , on applique quatre forcés proportionnelles 

aux aîres ces faces , et agissant toutes soit du dehors au dedans 
soit du dedans au dehors; repre'sentons par s, a, b , c les forces 
rcspeclivement oppostjcs à S , A , B , C. D'après ce qui vient d'être 
observé ci-dessus les forces r et J » la première perpendiculaire à 
la face ASB, et l'autre verticale, concourront au même point 

Quant aux forces égales et horizontales a , ^ , appliquées aux 
milieux des cdtéa C'A', CB' du triangle isocèle kfC/Bf » leurt 
direcfon» concourront évidemment en quelque ptuut de OW > et 



Tejei II 149 du n.* valipa dt ce rsnsil» 
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elle» auront U une résultante suivant C'M' , que Ton poom con^ 
lldérer comme appliqué en M' et que Ton pourra d^omposer , 
eo ce point , ea deux • forces , égales et pirallèles ans 
premièrei. 

On aara donc ainsi , en un même point M' , quatre forces per- 
pendiculaires aux faces d'un télraidre , et proportionnelles aux aires 
respectives de ces facus ; ros forces seront donc en équilibre (l) ; 
puis donc <|u'elles forment un enseinhle équivalent à celles da 
système primitif, ces dernières doivent l'être aussi. 

3. Soit , en second lieu , un lé(*«èdr« SABC dont les arêtes 
8At SB, se soient égales , et dans lequel consëqoemment la pro- 
jection dn sommet sor le plan de la base soit le centre da 
cercle ctioonserit àoetle base. Pour fixer les idées, «uppesonsqne 
ce centre S' Soit intérieur au triangle ABC ; soient menées S'A , 
fi/B , S''C , par ces droites et par SS' soient conduits trois plans : 
ces plans diviseront le ti^lraèdre en trois autres , dont chacun secn 
conditionné comme celui dont il vient d'être question (2). 

Concevons que l'on applique aux centrer» de gravite des faces , 
et perpendiculairement à leurs plans, des puissances proportionnelles 
\ l'étendue de ces faces ; et , pour fixer les idées , supposons que 
ces puisssncee émissent dn debors an dedans. Celle qat sera appli- 
quée à la base pourra, comme Ton sût , se décomposer en trois 
entres , parallèles à sa direction , proportionnelles aux aires dee 
trots triangles AS<B « BS'C , C&'À , et appliquées à leurs eenirea 

de gravité. 

Concevons qu'aux centres de gravité cîc rhnnunc des trois faces 
SS'A , SS'B , SS'G, comaïuncs h nn^ trois tèfi ji'drc<; , pris deux 
i deux , et dans dc^ directions pcrpemiicuiaircs à leurs plans , on 
applique deux forces égales et contraires , proportionnelles & l'étendue 
de ces fsées. Ces forces étant d'elles-mêmes deux deux en équi» 
libre , elles |ie ebangaront rien & Tétai dn systcmcb 

M.iis f par suite de rintroduction de ces nouvelles forces , rbaeun 
des trois tétraèdres partiels , se trouvant sollicité comme l'était le 

tétraèdre 
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tëtra^drfl aoique qae nous ayions précédcmmenl considéré (s) , sera 
de lui-roômc en équilibre; le félraèdie total le sera donc aussi ) U 
l'ëlait donc déjà avant l'iniroduciion de ers nouvelles forces. 

Si le centre du cercle circonscrit h la base du uHraèdrc total lui 
éuit extérieur , ce tétraèdre , au lieu d'être la somme des trois 
témèdnt partieb, wnùt la sonine de deux d'eotr« «us dimÎMiëé 
éa miMèae, on Iw d'coi diaoiaiié d« latomaie des deux aulrctj 
•t il a*y «mit de différence dent' le nûaenneaient qo*ea ce que 
lac Ibrces, lollîcitwit la» télnièdres pris sousIractÏTement , d«fnûen| 
être eomidërdia eomoM «i^nant du dedans au dehors , du noina 
si , comme nous l'avons supposé , 1«5 forces primitiTes ngissaiea| 
du dehors au dedans. Ce serait l'inverse dans le cas contraire. 

4' Soil , en troisième lieu ^ un tétraèdre quelconque , ABCD 
«olltcilé , aux centres de gravité àtâ aiiea de ces faces , par doi 
foice& pcrpenÂettlatres à leura plant et proportionnelles à lent 
étendae , que noua aupposefOM , ^pour fixer Isa idées , ag|w toutes 
dtt dehors au dedans. 

Considcfooa le centre O de la sphère circonscrite comme le 
sommet commun de quatre tétraèdres partiels OABC , OBCD, OCDA, 
ODAB, ayant pour bases les faces ARC, BCD, CDA , DAB du 
premier ; ai , pour fixer encore les idées , nous supposons le point 
O intérieur au tétraèdre proposé, ce tétraèdre sera la somme des 
quatre tétraèdres partiels , dont chacun sera d'ailleurs conditionné ^ 
comme celui du cas précédent (3% 

Concevons qu'eus centres de gravité des atns des sût filées AOB, 
àÙC, BOC, AOO , BOO , GOD, conimones à nos tétraMret 
partiels pris deux ï deux , et perpendiculuienent max plana do 
ces faces , on applique deux forcée ^les et contraires.) piopor-' 
tionnelles l leur étendue ; ces forces , étant deux k dens en dont* 
libre , ne changeront rien à l'état du système* 

Mais , par suite de l'introduction de ces mêmes forces , chacun 
des tétraèdres partiels se trouvera exactement dans le même ca» 
que le tétraèdre nntqnè dn cas précédent (3) ; ce tctyaèdre partiel 
Tcns* X . 6 
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énamoÊn donc en équilibi* { le tétnMn total y deneoNn Ame 

aussi : il deratt done être déjà ao éqttilibfe aiildrlanreaieat à fiatro- 

duction do ces forces. 

Si le centre O de la spîicre circonscrite était extérieur au tétraèdra 
total, alors ce tétraèdre , au lieu d'être la somme des quatre tétraèdre^ 
partiels , pourrait être ou la somme de trois d'entre eux dtmiauëe dil 
quatrième « ou la somme de deux d'enitt aux diminuée de la somme 
des déàl attifai , èa encora Vwk éttnin aux dimtnné de la aoliime 
daa* tfbls iattes et il n*j aurait de différence dans le niaonnemeni 
^*èn ce qtè , dJAoi' les tétraèdres partiels pris soostractÎTement , 
n'&ttdrail Mpptftêt'qile les forces agissent du dedans au dehors , si 
du moins , comme nous Tarons admis , les forces primitÎTcs agis^ 
aaicnt du dehors an dedans. Ce serait l'inverse dans le cas contraire. 

5. Dans la démonstration relative au tétraèdre , on pourrait 
remplacer la cuosrdératioQ du centre de la sphère circonscrite 
par celle du centre de la sphère inscrite -, en suivant i peu 
près le mode de ddcompontieo indiqué à U page 346 dv 
Vl.* volnme de ee raeoeU. Il se peut , au aurplus , qo*il existe 
quelque ptoeddié plua simple encore .poor parTenîi< au but, et 
aous noua' empcstoeriom' do le signaler s^l lioua était oflTerl. 

6. ConceTOiltf un tétraèdre inacrlt à un autre tétraèdre de lelie 
snanière que les sommets du pretnicr soient les centres de gr.ivlié 
des aires des faces du second ; ces deux tétraèdres ayant les faces 
homologues parallèles chacune ï chacune seront semblables , et les 
|)erpcndicu]aires .élevées aux plans des faces de l'un , par les centrée 
de gravité des aires de ces faces, seront daûs l'autre les porpen- 
diêttlairea aîbaiaséea des somneta aur les plana des faces opposées» 
i>e U y et de .ee qui vient d*etre démontré ci-dessus , on peut 
conclure' la pnpoiilion auiiraiite : 

Si r on s(sjpA'fM0 aux çuûira sommets êun tétraUrt des forces 
de dlrettions perpendiculaires aux pians des faces opposées et 
respectivement proportionnelles au9 aires de ses Joefs , le t^raidf* 
demearera en équilibre» 
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Par des consi(]<iration4 semblables , en s'assufC^ de b vccilo dft 
cette proposition analogue de gconictric plane : 

Si on applique aux (juatre sommets d'un triangle êes forces 
situées dans son plan , perpendiculaires aux directions des côtés 
opposées , et proportionnelles aux longueurs respectives de ces 
fÎMr ; U irtungle ékinêiintrè fin éfu&iht» ' - ' 

' 7. Soit préMolamnit «ar pytêisM» qu«loi»M|a0 «us eenlret i|« 
gravité des aires des face* ^0 laquelle loieat appKqnéaa , perpeiii> 
liieiilàireineDt à les» direcliona » des &iv«ei proportionnelles à 
l'étendue de ces facos , et agissant louiea'égalenieilt soit ûn dehoit 
«a dedans soit dn dedans an dehors» 

Sott' décomposée celle pjiraniido en tétraèdres , partfes pUns dî^ 
gonaux ; et soit en même temps remplacée la force qui agit an 
centre de gravité de l'aire de sa bosc en d'autres forces parallèles 
^ la direction do celle-là , ayant leurs points d'application aux 
centres de gravité des aires des triangles résultant de la décom< 
position de celle base ^ et . des intensités respectivement propor- 
lieilnellés aux aires dé ces tmngles , ce qui est permis* 

Concevons de plus qu'au centre de gravité 4e l'AÎre chacun 
des plans diagonaux qui divisent la pyramide «a lAmè^itp , 09 
applique » perpendiculaîrenueat à Ja diifotloa de «a ipl^a , 
finees égales et coplraires , papoctionaolles I Féleaduà 4a ,qe £taa/ 

ees demièru fioiccea se trouvant deux & deux en équilibre , l^uff 
introduction ne changera absolament rien |k l'état ^fi. Q^tf^Naa* 

Mais aie» , chacun des tdtiaftdres résaltant de la décotnpontioa 
de la pyramide , se trouvant sollicité comme l'était le tétraèdre 

unique du cas précédent (4) $ sera de lui-même en équilibre ; 
la pyramide le sera donc aussi ; et conséqucmment elle devait 
l'être déjà antérieurement à l'introduction des nouvelles forces. 

ô. Soit enfin un polyèdre quelconque aux centres de gravité 
des aîies des faces duquel soient appliquées perpendiculairement à 
Jenia directions., des forces propordonnellca à l'ëteadm de ce 
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faces , et agissant toutes égalenent soit du dehors au dedans soit 
du dedans au dehors. . . ' 

- Soit déeompoéë .ce poIjFèdM «a fjnuniei aytH «e» £mm» pour 
hues , et pour sommet commoa na point pris «rbitrtirenMat doiis - 
iofi ialëiitw ; cooeevons qa'eaittili oa appUquo va ceatro.de gravité 
de i'eive de chaeua des triangles qui aenroit de faces latérales 
eommunes k deux pyramides consÀ:utives , et perpendiculairement 
au plan de ce triangle, deux forces égales et contraires, proporr 
tionnelles à l'étendue de ce même triangle ; les forces, ainsi introduites , 
se trouvant en équilibre deux à deux , ne poonoot rien changer 
à Téta du système. 

MiU.elon , diM»M des pyramides fétnltaat de h décomposilioa 
da polyèdre , se troateat sollicitée eomme le ^lamîde aaîqne du 
ce» préeédeat (7), devra « poar eette raiaoa , éire elle-aiéme ea 
éqaUQwe ; le polyèdre fianné de l'ensemble de ces pyramides sera 
donc aussi en équilibre ; et consëque'mroent il devait l'être déjà 
antérieurement l introduction des nouvelles forces -, le théorème 
énoncé au commencement de cet article , se trouve donc ainsi rigou-* 
reusement et complètement démontré. 

' Oa peut déduire de ce théorème , entre eatres conséqaeaees . 
fae d an polyèdrê Uhe non pêumt m trwve plongé dans tm 
finUe Maaifw sau j^tMnémr t ew f«e si méMêpetji^ 

Mbri «M pèsent st^fxasttmeni fermi , placé éansU nds , sâtroufs 

'f&aipli' fan JttaJe éhsUque sans 'ptsmUsa'\ faction du fiuide sur 
As snrface extérieure du polyèdre ou sur la surface intérieure én 
9Ê9ê n$ fwnn y f^rs naUra aucuns sorts ds mou^meni. 
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QUESTIONS ia^SOLUES. 

• _ I 

Développemmi tJiéotiûKtm laquelle il a été 

demandé des édmrdsaemenê à la pa^e 231 du IX-* 
volume de ce recueil ; 

Par H. BéRABD , professeur de xnatbénatlqties | membre 
. de plusieurs société. savantes. 

JT £ rappelle rdnoncë du problème , parce qae j'ai besoîa de modifter 

un peu le procédé qai y est expliqué. 

Soit X~o une ëqtiation numérique en 3: , du degré m; soit 
la limUe inférieure dus racines positives de celte équation ; soit 
changé , dans XssOf^s en s-^rlm t ce qui donnera une transformée 

Soit./, la liiDÎte iàfSjrieare-des.mïnML pamtitea dé colle daniiira 
équation; en y cbaogeantdr en s« \ 4 » on bien en changeant, dans 

X=o t * en «+/,•+•/, i ce qui revient au même, et ce qui est 
préférable ^ comme on le ven'e' toat*à-rikettteV ' dn'obtîeadra ano 
nouvelle transformée X^—o. 

Soit /, la limite Inrcrieurc des racines positives de celle-ci ; en 
changeant, dans ^^o , x en s-j^lo-^lt-frl^ i obtiendra nna 
troisièmti tomaffnn^ =p. - U , * * , •. - * 

En «apposant que ce proc^ ait ëté indéfiirfnient pourmitTi da 
la même manière » on propose , 

I.* De démontrer que , si la proposée X=:o a une on pluienrs 
racines. féeUoi. pontivee, U airie /,7i'/i'i'/a+«'M'S«nt «amw^te « 
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«t aura pour limite de la somme 4eje« tennei la pins petite d« 
cet racmesr 

a.* D'expli^cr ce que devient cet^ môme série, daai le cù 
noiiis nn« on pliuieun varialloas? 

Soit la proposée -V-^: »v . » r-A. «.mi^c//'' 

en y changeant Jt en et posant, poor abréger. 



^ ^ 



1 ■ 



te<r+34ff+6«/'+ ..... ... . . . +- — , 



«e qwi dopiur^ comme Tmi a^ , 

— 7) 

a<)f * ^.^ 341» ~ /;. 



dB dC _^ dD 



«Ile defiendra 
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Ji^sto^^^sà-Ct'-^Jix'^Ex^-h^i ...... . 



HÉSOLUES. 6^ 
En nMltant âoiio> dans les valeiicf de A y B ^ C ...... les nom- 
bres que représentent A , 3, c, devient (rès-aisë de former 

les di/Fërentcs transroriD<ies ; car il sn/|it d'y substituer ancres»' 

Siverncnt pour / , les voleurs , /q'+A » ^o'Y^i-^K > 

des sommes de limites obtenues au luoyeu des irausioriuces '^uî^ 
^ui précèdent celle» ^u'pa «e prpfçae d'obtenir», 

Xb' pr«mièrt> redierelw qui doît..moi!U çccap^ id e^t cçUe de 
matàM qoo ciiWwi^ Uê «Mffi«ieas . 4m : ffansfim^H^ .^fttcfcMiT^ 

O , on i\t construit la courbe ptrtbfliiqne ^r^f > •l'fiwe^fft. 

Yariablc est / , et qui sera ëvidemiBeot . 1* .IQBénie que A^ssy •- ^ 

qu'on ait placé les lettres À, , A, , A, , aux points où l'axe 

coupe les branches de la courbe; ces k'Ures seront au nombre de 
m , si , comme nous le supposons d'abord i M?u^çs Içs W^fll^ 
JS.SSIO sont réelles. - " . ' ! . i • 

Soit eomlniiie mr k mâiM au )• «oobiIm- i jH^^x^i 

f1te«es le* lettm B, ;Bi , B,.,.....,>.^w*r.«»KitoW^>9^:!ir^ 
«omlie'.ett ooupde par.-l'ajM. 

Soit construite a^BfeUablement , et toujovrs Je mémo a^c^ J 

le courbe C=.y^ ; et soient placées l«» ,Ut^vÇ.:>f!Ç«^.p»jv.4f«(p» 
avx points d'intersection de cette courbe avec Taxe. 

£n poursuivant ainsi , jusqu'au dernier des coeiÛcici;is , Bl 

C , , lequel donnera une simple ligne droite ; .oa,Ttn^aç^fi^fm 

facUement les diversee circonstanpes ^ue v^^tci^^, , . 

I.* Les ppiots B, , B) , B, «ont ii>lern9f4dû|iic««.aii^ pWfilff 
Ai » A, , A, ; I«i p«iiila d i C«t, C, , a^nt avxpoipla 
B| > B, , B, ff^ f «t ainsi 4e ajuille* 

a." Les points B, , B, , B, , sont les pieds de« ordonaéei 

wtëmima de; la courbc '^asjr ; les points C, , C, C, , sont 

les pieds des ordonnées masfma de la courbe B-^y, ; et ainsi de suite. 

3.° Le coefficient A est maximum , quand j?=o,* |a CMH^cienl 
jB est masimum , quand ^"=0 ; et ainsi de sljite. 

^\ Les coefBciens A ^ H , C , » crutssei^t, décrpiiseot et chan- 
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gent i» lignes nspecttTement et en même temp» qve kl «données 

y 9 jr, , , des diverses courbei paraboliques. 

5.* Enfin , toutes ces remarques sulisistent , quelle que «oit lat 
valeur de / ; puisque , dans la consUruction de ces courbes , i z 
été regardé comme l'abscisse. 

Maintenant, il faut faire attcDti(m que, quand on cbange suev 
œiMTeiiient » danela proposée , s en «H-/, » 4H-/o-i-A i -îi^+'o+A-*-/» »••• » 
on ne foît qne déplacer 4'origtne des abinsses , en la tsansporti^t 
de O en O, » , (X, , ...» Les'ordonnéie jr ; y» , y^, corres- 
pondant aux origines successives 0 ; 0, , 0, indiquent donc ^ 

tout à la fois , la grandeur et le signe des «oefficiens ji, JB,C,^ 
des transformées. 

Par là , il devient très-aise de se rendre compte de ]a marche 
des coefHcicns ; on peut assigner, pour chacun , k signe « l'accrois- 
sement ou le décroissemcnt, pour une position donnée de l'origine 
ce» eodiidérilions peirrent «léne- fenrair nbcdémonstialion !très- 
«tm^e dn la Mèjgh êe DêM»iCi \ ear il suffit pnnr cela dé placer 
d'abord l'origine à gandbe de looles le» bnnalies , es qui vend 
tous leÉ signe» allemaiifs ; puis de rcmafipwr que, quand l'origine 
dépasse une branche , A change de signe, ee qui ^U peidro nnn 
Yariation à l'équation. En continuant à faire mouvoir l'origine d<i 
gauche à droite , on se convaincra qu il en est de même pour 
chaque racine positive qu'on fait perdre à l'équation. 

La considération des mêmes courbe» peut encore démontrer fact- 
lement k câneor da grand noa»bre de combînaÎMMis de signes que 
pèot fournir one'éqnatiod et expliquer la sîgiûfiealîon de chaennà 
d'elles. Prenons^ on exemple eiin^e ; eelni de l'équation dn 3."* 

♦ 

degré. 

' L'axe OX portera les lettife» iïK^xQtkS»t^t^^ La letcw 

C, n'est placée qu'en un seul point , pour une même équation f 
mais, comme elle peut se trouver à droite ou à pauchc du puint 
, il a fallu l'écrire deux fois , pour romprcndre tous les cas 
possibles. Il eu résulte 9 point» comprennent entre eux 8 espace» 
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oa réglons différentes. Chacune de ces régions correspond it une 
oombSaaÎMn différente de signes^ dont le nombre est ici i+34* 

Si l'on coiiridère le oonJuc des' variatîoii» , on voit ^uc , quand 
fofi^e e«t dnu l'espace OA, r U y « trois Tariations dans Téqua- 
tion ; que , qoaiAl alla est dans l'espace A,A, t U y ■ deux Tariâ* 
tiens ; qu'il y en • une seule , qnand cette origine est daiu Tes. 
pace A^A, ; qu'enfin il n'y en a ancone , quand elle est à^ nt 
l'espace AyX. 

Pour le degré , le nombre des comhînaîsoas de signes est 
I-é-4-H;-f-44-i = i6=2*. En général, il est a*, Cest la «omme 

1+ — 4—^1 — r — ■-^•-j-T*'»« des coeniciens du déve* 

loppenenl de (iH^)"; ' 

On sent bien que les racines imaginaires changent la (îgure des 
couriios et la position deTaxe } mais elles ne détruisent pas les 
cons^uences que nous voulons en tirer. 

Les équations A^o , Msso , f se peuTent aroir des racines 
întagtnairee, en-aorte que qnelqnee-once* des lettres A. , A, , ...^^ 
B, , Bg C, , G» t ««.M manquent ; ce qui diminue le nombre 
des régions et*. par conséquent celui des combitt^aons' de ^net 
qu'admet la proposée par la transformation de l'origine. Par exemple , 
SI, la proposée étant du 3."" dcgrë , les sommets sont réels; et d 
l'axe ne rencontre qu'une branche; au lieu de 7 combinaisons dfi 
signes, il n'y en aura plus que 5 seulement; parce que les points 

A, , A, manqueront. Si les sommets ne sont pas réels, il n'y aura 
plus que 3 combinaisons de signes , parce que les lettres A« , A, , 

B, » Ba n'ejûsteront plus. 

Aprts avotf trouvé la loi dea cpeffictens J\ B, ^, ...... dans 

les transformées snecessives , il reste à cbetcbcr celle de It Udê 

f ' A » ^a t 

On voit qne cette loi doit dépendn , jusqiri un ^tain point , 
Tcm,X, a 



66 ' QUESTIONS 

de la r^lc que l'on choisit pour déterminer U licnite des x : pre- 
ïiuus la plus simple. On suit que V étant le plus grand coefficient 

de signe contraire à celui du terme conna , on aura /= "jl. ' S - i^ 

M» donc toujours ape friction , comprise entre o et l ini|^ 
mcoten <>tt diminuera d'une transformée à la (uirantc , selon que 
A aura augaionié ou diminue lui-même dans un plus grand ou 
dans un moindre rnpjioi t que V. En outre , quand 11 stirviendra 
un changement de signe dans l'équation , F qui reprcscnlail uq 
coefficient , B par exemple , en représentera un autre , qui entier» 
^ son tour comme élément dans rexpressipn de / ; c*ircoiislai|çç 
^uî changera nëeesiairenicnt la marehe de la adrie /»! /t»/»^i>..^ 

II serait minutietix et mus doute pénible de kîgnaler et de daslar 
tontes lea anomalies qui peuvent avoir lien ; SI anJfit de nmtngÊfà 
qoe ci'Mt la coefficient A qui joiie le principal i^le^et qui d(î|f r» 
mine la série i itre ascendante on dmendanle. - - -<.v 

Le cas le plus simple est celui où l'origine est dans .la ti^gk» 
0A| et où toutes les racines sont idelka. 

Quand on a /» "r-r-z ; a cause de JB=s — on a — = t—- s= —, — ■ 

mnm$'4ûngmtê^,9X lin^—^ ; or • « £minoe , ainsi que y , depoia' 

te point O jusqu'au point A| où ils sont nuls {donc aussi la série 
est' décroissante entre ces deux points. C'est ce qu'on toiI pour 
féquation («^iX»— 9X'^3)»o.- 

Quand l'origine est entre les points A, et B. , la série est d'al^ord 
croissanle » puis elle décroît jusqu'au point A, , comme dans cotte 
éqiiafion (dp4%lK'^— 3)sOb 

Lorsque la propaaée a des radnes imaginai#es , la série sait enoora 
aises exactement tes accroissement «t ^es décroiasemens du coefii* 
cient A— y. Ainsi , & mesure que l'origine s'approche de l'ordonnée 
mmimmfA dinUnue d'abord, sans pouvoir néanmoins devenir nul} 
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puis ît angitiente sans changer dn sipne. Dp même , la iér'\c décroît 
pour croître ensuite et décroître de nouvr au , «nitant de fors qu'il 
y a d'ordonnëes mtnima. L'cquaiimi a^. — i j '4~n*'~-6|4=0 esl 
dans ce cas j la courbe est coinine on la voit ici : 



< 
« 



. - 2 



/ •••• 



4 



On ifouTera /,=o.37s /«80^oi6 » coiretpondaBt m «mmet 

eonvexe. /„=o,4 ; /,,=o,3, correspondait m wnunel eonom oa 

ordonnée maximum , /, , = o,i3; etc. 

Cet exemple offre une singularité : c'est que le maximum de / 
arrive avant l'ordonnée maximum , pat l'efiiet dtt chaDgemeni de 

coefficient dan» le déi^oipioate)» ÛP^rrrs^.* ^ 

■ \ ■ - A'yV ■ 

Aa reste , il aérait oiàeaz de i^appeaantir «ur la Im des aecroîa*. 
scniens et décroiaiemeiù de la série ; car ceUe drcODitelli^' tlH. té^ïi» 
i-fnît indifférente au siiccès de la méthode. Peu importe ta, oiafclio 
de cette série ; l'essentiel est de savoir qu'elle finit toujours par 
devenir décroissante , et par converger vers l'intersection la plus 
proche à droite , or , cela est de toute évidence ; car ce n'est, 
que dans les point» Ai > A^, ...... qa'on a A=.o , et par con- 

aéquent /so. 

Mais, nous a demandé un géomètre , ne pourralt-tl pas se trouver 
\ gaoche de Itmeiaecticii dont on cberdie i détoniber PaWisse ^ 
ilte* 'point que Uaérie ^-^/a-l^«*^MN* ne pût jamais dépasser j ou ^ 
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en d'aafnt taiiues , ne pourrait-il pàs arriver , quelijaefoij da 
mÊ&m , que U toininé des tenues de cette série eù| «ne lioiile 
yifërieure d'une quanAlé finie à la - plop petite des racines positÎTes? 
Je fëponds qtte< non. Tant qu'il existe une variation dans la der* 
BÎère transformée , rien n'empêche d'en fure de nouvelles qui trans- 
portent l'origine sur la droite. Supposons , en effet , l'existence de . 
ce point Aïraîmcht singiHier; qne k soit sa distance à l'origine ; en 
^ mettant jr-f-^+/ pour z dans la propostie , l'origine se trouvera 

transportée au-delà de ce point , et plus voisine que lui de l'inler- 
seclion qu'il s'agit d'assigner ; mais toujours à «a gauche , si / est 
auffisaminent petit ; l'équation aura done encofe au moins une 
▼ariaiioo ; al rien ne s^oppoeera k ce qu'on* fasse de nouvelles truu- « 
fermées; d'où noua wnA crayens fondés ^ conclure que le point 
en question est toot^ft^ait cliîmériqne. 

§. IL Deuxième partie» 

Je réponds qu'apr^ un certain nombre de transformées , la dsf- 
nicre n'aura plus de variations. En cfTet, les valeurs de /ne peuvent 
devenir nulles que lorsque A peut le devenir et A ne peut le devenir 
dans l'hypothèse où l'équation n'a aucune racine réelle positive , puisque 
l'exe ne rencontre aucune branche ducoiédcs* positifs. En appelant 
X la limite supérieure posidve i il arrivera un point où l'on aura 

ou >X et alors la transfonnéa n'aura plua 
/ ^ne. dea pennenences* 

On peut démontrer le même proporition , en olwervant que , dans 
llijpotbèse dont il s'agit , la proposée eit de cette lorme 

I (*+.){(#;tyy+A*H(»irO*4-A''J« <») ; 

et U ost clair que U substitution de , «^^.-K , — pour s doit 
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fialr par rendfe tous les fermes positifs ; parce qac les termes de 
la sdrie , au lieu de décroître, comme à la rencontre d'une branche,' 
croissent ici et décroissent alternativement , avec A ou Àinsi , la 
disparition des variations avertit bieatôt (ju'il n'y a point de racioes 
lésllet poMlivn & cherdicr. 

Aprè* •m dissipa las aerapvics do géomèira rateur do fnht 
bline. yi «jouter quelques, nmirqots propni k éebîrtr et 
i limplifier Tusage de 1% méthode. 

Remaniue L Quelques auteurs ( LegBNDRE, SappUméMi 4 Is 
théorie des nomhres ) disent qu'après avoir trouvé une racine ap-, 
prochëe « , il faut diviser la proposée par j:— -« , et chercher If • 
racines du quotient. Ce procédé est très-vicieux ; parce qu'en oegll» 
géant le reste de la division, on altère le quotient qui n'est plue 
tefct. Son défant d'eacaetitode peut dunger dee nciqiiMivia^iWffea 
«1 rteioes léellei» égalée oa bëfdee et m ptrsé*, ta Con <ea| 
qoe cela amveia eoMoat qoiod Taxe de la coorbe Xstf paaMn 
iota pièe d*ao wamiet. floH par eateœple réquiioa 

3iih-a,ioopoaoisso ; j a;. , 

00 trotlvera de suite que a en est une racine très approchée ; car, 
en la mettant pour x , l'équation devient —0,0000001=0/ or, si 
l'on divise la proposée par x — 3 , en négligeant le reste , on trouve 
poorqoolîeat ur^-i =(4r-f i >'=o ; d'oà on aeiidl condoit \ cooclnra 
qoa , ouln la racine déjà trouvée , l'éqnaliop a déos eotree racmci 
véellea» égala* à «s ; tandlaque eee deux aulrea iteîne» aoot ima» 
gînaires , comme 11 est aisé de le vérifier. 

Si la prepmëe était jp' — jr>-i,9<j999Q9e0 , en prenant «ssa 
pour valeur approchée de l'une des racines, ce qui réduit le premier 
membre à +0,0000001 , et opérant comme ci-dessus ; on trouverait 
encore ies deux autres racines égales à l } tandis que ies troii 
racines de cette équation sont inégales. 

Il lerait aisé de former d'autres ëqjoatioiu plus élevées oii le 
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même procédé conduirait aux mêmes erreurs, en s'arrélant , pour 
la preroicre rarine , à un déféré donne d'approximation 

Notre méthode n'est pas sujette à ces inconvcniens ; parce iju'apré» 
tyoir lirouTë unie pr^miire .ncinè , fi'wt' *ur la propoaM lAlc-oièiii» 
qu'on opère pour déicmincr les oalres f en y «xéeotant t^lenent 
«D diaogeDient d*orî(îne qui n^en altèn aiieoBèaudii 1m ooefBeîèns. 

Mânm'fwli» Dans la prtflîqtie , il ctt beaucoup plus avautageux 
do mettre de suite âr4-/o-K,4/a4'— •• pour x éimXt^o, que dé 
mettre successivement jt+Z, pour x dans JVso poui' avcir X,=ro^ 
jr+Z, pour X dans X,=o pour avoir JV,=o, et ainsi de suite, 
quoique d'ailleurs la chose soit indi/Tcrcnte en théorie. En eliel, 
dans )c dernier procédé , les lettres a , b , c , changent et ac- 
quièrent un nombre du cbifires décin»aux toujuura croitsaift } ce qui 
finit par reodre les calcula inprattcaMè». El , ai « pour parer & cet 
inoooTdoient » on prend /le parti de nég^'ger dee décsmales , on 
letonilie dana nnconrénient- beaucoup pluè grave d'altérer- les transe 
fermées, et, par cuite, de dénaturer, ks racines ^ ■ ooamo on Ta 
TU dans la remarque précédente. 

Remarque JJJ. Quafid on a trouvé la plus petite racine positive 
avec le degré d'e\actit<ide dont on a besoin ; pour découvrir la 
acconde racine positive , s'il y en a , il f»ut mettre dans la pro- 
posas X^O , x-^-h pour Xf h étant un ootpbxe un peu plus grand 
que la reçino Iroufde, et tel que la transfiDrade qui en rdanlle aie 
nne variaUon'de noius que la demftra transfbnnée. Un on .deua( 
HtannemcDa suffisent pour trouver un pareil nombre A } et on cet 
aiore aiwiri de n*aeoir dépassé qu'une brancbe ^o le oooibo , et 
Ton forme de nouvelles transformées qui procurent une seconde 

série /,-|-/,-|~/»-f- y au moyen de laquelle la seoonde racine se 

trouve etpriroée par ^-h/o4-A+/i+ On procède de même à 

la recherche des autres racines ; mais il faut remarquer pourtant 
que tout CCI suppose qu'un a préalablement délivré l'équation do 
toutes les racines égales qu'elle peut contenir \ ce qu'au surplua 
«D peut toujouxa faire. 
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Poor vrtAc \ti raâbes në^ative* » on clunge A-s en dans U prol 
patâ»èt oailtfterin|iM l«<«^M»|p08iiWes de la aoavalle éqaation , lei- 
^llet ,<prbe« a?oc W si(Be.^» «<«|t,Ief ^rafii^at a^iÎTes io la proposée, 
, AiiNt , tTeilà «n pcœM^ r^t^t^r-wni/orme et simple , qui n'exiga 
^)i*fin-noat^'fft«--ri^e Utonnemens, an plus, pour dëtcrminert d'uott 
manière sure, toutes les racines réelles d'une équation quelconque. 

Simplificoiion de la méthode. En rdflcchissant sur la précédente 
incthodo , on reconnaît bientôt qu'on peut diminuer considêrablc- 
inent le nombre des transformées , en prenant pour / un nombre 
plus grand qae celui qui est fourot par la règle imparfaite de» 
KmtiBt. On avaneeit ainsi , ï grands pas , le long de l'axe; 
et la ^miaution prof^'eiaÎT^ du taroie ^.tvcriîia toujours qu'on, 
est prii d^ano .|)canelM 1 qae âll fcrrÎTe qfn'cii rait dëpaaade , ncûw 
«henthda se trouvera par-l& icéme fonffnada ««Ira deux limites qu'il, 
ien 'eBnûla tfèt-laeila de nmmt ^ «iptanaat ponr./ la ûMtÛMi' 

^ » fonmie par la darniàftt tranafohiiéé. (Sied tuppoie , in tarplus^' . 

qu'on n'a dépa&së qa'une branche , ce que Pon noonoaltra par la 
deinièi9 traaafonade qui ne do^t avoir perdu , qu'iipf; ipi^tioo. ,511^ 
airôil iqà^ella «a afti pçr^a- ulua d'jona » ifn, «ariMidfaît 4ur aey' 
paa , èn prenant poar / an aombn plu» petit» 

Ce procédé a qaelqaa faïaamblance avec la- méthode oràiaaira.^ 
dea aobstiiu lions , et avec celle de Httftpn mais il n'en a 
pas les inconvéniens. En cfTct , on sait que deux substitutions qui. 
donnent pour X des résultats de signes contraires peuvent inter»x_ 
ccpler un nombre impair de racines réelles ou imaginaires; or, 
par la méthode vulgaire des substitutions , on ne peut point dis- 
cerner le nomlyre dea racines interceptées , tandis que , par la nôtre , la 
diminalion de itf » et Je* Tarialîons perdues, font toujonm eonndtre le 
ataibra des -bianeliea d^aaaéee par la iransUUon de Torifllae des 
abacitMa : e*eit W fanal* qui' cft lè pour Maîrer looa lea éeueîls. ' 

La circonstance de deax variations perdtiea mérîle un' exaroeâ * 
pitfticuUcf I ^e a lien ^ta^ trots cas» saToir ; i.* quand rorîgîoà | 
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a d^pass^ âeux branches -, 2.* quand elle a dépassé une ordonnée 
juinima -, 3." quand elle a dépassé deux racines égales. Le trolsièuM 
cas peut être évité , puisqu'on sait délivrer une ëqualloQ de se* 
racines égales. Dans ce cas , A tt B , qui ont un diviseur commun » 
tendent à s'anéantir ensemble , sans y parvenir. Au-delà de ce point, 
A conserve son signe el B en change. 

Le premier cm <e disdogae da second ra ce qoe , dans I» 
premier , le terme j4 peut s'approcher de aéro aalsat qo*oi» lo 
t«ut, ce n'a pas lieu dans le secood. Au mstft, pear Misr 
tout embarras , on rêgardeta' comme non «remie la d^oière trans» 
formée , qui aura perdu deux vanations ; on en formera une non» 
Tcllc d'après la méthode gérx'ralo ; c'cst-i-dire , en prenant pnnr 
I le nombre qui a servi à former la transformée X„_, = o ( X^—cy 
étant celle qu'on abandonne') -, et, en ajoutant à ce uooibre b limite- 
inférieure de ^„.,=:o. Alors, si la nouTelle transformée Aa=o perd, 
encoce deux variaiioas , on sera assuré que les deux racines douteuse» 
•ont ima^naires , et l'on poursuifra Topération sans a'en înquiëler* 

Les bornes de ce mémoire ne me peTknetteot paa de Mre I» 
pnrallèle des diverses méthodes imaginées jusqu'à ce jour ; on 
verrait que celle tirée de l'équation aux quarrés des di/Férences de 
l'illustre Lagrange est impraticable dans les degrés un peu élevés 
et qu'elle pent exiger des milliers de svibstifutions dans certain» 
cas. Au surplus , ceux qui désireront'^ de' plus ampfrs détails sur 
ce aujet pourront consulter mon onvrage intitulé : Méthodes nou" 
9tUê9 fétf diUrn^êer ht ratinês des i^ab'ms (^). 



C*} lïoiu MirioM beaucoup de réflexions k uire «ur toi t le conleau <i« l'article^ 
fii^oii liait de fira I et oons «viée» même pr^tm', daiM ceNevoe» un grand 
nombre de note» | mS» , faottiir ne ntns ■/■iit .aitorisé à le Madr» poUie . 
qae MUS ta condition expreigr qup nom nous ah tir-nrli si^ns de toutes tsaMnpMk 
crilîque* , noua nou» trouTont contraua» «le {xicr nos iectem» de voutoîr Inen ici - 
eopplcer k nOre silence. Boas cruji n» 'oiiier«i> «^voir déclarer , peur l'acquit èt 
•olre ronsrîpnce maihématinue, que nous sommes oia <îe regarder comme suffisa^ 
WatKaoliw,pwcc^pKicéiIe,U5|oeêiMMi9iù«vaitétéfie>posée. J.I>.6« 
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PROBL.' Dv C0M''in'C0LLiE6ES BOYAUX raPAKIS. 7} 



, GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Solution des problèmes de matliemallques proposf's au 
concours gênerai des coUe^ea royaux dg Paris , 
en ibi^ i 

Par M. Ebakccxor » professeur à la faculté dei ' tciencet 

de Paris» 



Les problèmes qs'on ■ proposi^s cette anni^c au concaon génénl 
<]t>s ridlc'gcs royaux de la Capitale m'ont scinhlô snsrrpiibles de 
aolubons clég.tntfs. Cchii de math<'iTutK|ijes cienientaii es , en pnr- 
tîculicr , m'ayaut paru iuiblcincnt rc>olu par les concurrcns ; ce qui 
tient san5 do^te à la ilrHIculié du sujet -, )'ai pensé que les géomètre» 
fKMirraieiil oe ptavoirMUt quel(jue iat^rêl le* recharchm agxqueUef^ 
je me su» livré tur ce» divers problèaies ; et c'esl ce qui ma détev- 
«une à Isa aonsigoer ici» ^ / 

Mathématique» élémentaires, 

PbobtPme unique. Par m point donné dans ttn an^Te , et 
également distant de ses deux côtés , mener une droite , terminée 
à ces mêmes c6th , de telle sorte que le point donné la divise en 
deux segmens dont la somme des quarrés soit équivalente à un 
inmif 

Jwm. X, a.* ni, I.*' s^tmhrê 18*9. s# 
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Solution. Soient DAE l'angle donné ( fig. i ) , et O !e point (îonné, 
cgalcment distant des côles AD, AE ; soit DE la droite ciierchë^e, 
et &oit b le coté du quaiTC auquel la somme des quarrés des seg- 
mens UD , OE doit éire équivalente. ' 

Sdîent menées OB , OC respectiTement p«nUtfc« à Â£ , AD ; ]« 
figure BC sera un losange donné , dont noM leprétenteroa» le côté 
par «. Soient , en outre , An§JDAEaa , BDasjr , CEa/. 

< Le trîengU OBD donne ^*=«*'4-jr*— omtCo!.* ; 

LfC triangle OCE donne ÔE* a^/Cos,* j 

on a done par la condtllon du problème 

«•+y^>_atf(;r+x)Coi.«+M*s:^* . (i) 
Les triangles semblables DBO, OCE donnent d'ailleurs 

DB oc .... « • 

l^ = çi^ c'est-i^ire, 7=7;- 

ou encore 

sy^a* . (2) 

Voilà donc deux équatioas pour dètcnniner * elyjcl conscqucm- 
ment le problème pourrait , en. toute rigueur , être réputé résolu. 

En mettant pour , dans la première (équation'-', sa valeur xy 
donnée par la seconde , elle prend cette nonvelle forme 

(x4.^)*.2a(;r-f/;Cos.«-.^*so ; (3) 

d'où, on tire 

On connaît donc présentement la somme et le produit des deuxinoonnues 
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s t y \ CCS deux incènnucs sont donc racines d'une même cquatioa 
dû second dcgrë , et, puisque jr4-)r a deji deux vnleurs , le pro- 
blème a quatre soliitiotis. On voit , au surplus , qu'à cause de la 
symétrie de U fi|;ure j ces quatre soiutious se réduisent réeUemsnfe 
à ,dcux. 

* Siôit ■htîaaëé dii poinl B la perpendiculaire BI tur AC , «t dl» 
£giMMiB.AI par noiu avrabs 

4*04 

^irolongeons IB jusqu'en G , au-delà de B , de manière qu'on ait 
lGss3; en menant AG^ et en représentant par J la longueur do 
celle droite \ noua Iraren» 

^AGbi/Sh«^ i 

«a qui donner» 

équation fort simple , qu'il faudra contbioer avec (a) , pour avoir 

L'élimination de y entre ces deux équations donnera , comine 
IWaalt^ 

d oii 

el Ton anaait aenlilallenent 
81 l'on porte AG aor AE% de part et d'antre da point A, en B 
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ft H', ^ri nnra lli— ï\l'—(/-hr. Les moitic's do ces doux 
{^l,slaI)|■o^ i pi".-.! s puur li\ pulhi nuscs de deux Iri.iDglcs ayant 

uu de» culei de l'angle droit c^ul d <J , l'aulre cote dr l'anyle dinil 

de ce triangle «era la valeur de ooire rad cal ; et le reste de la 
conatruetion ne Muffirira plus sttctme diJliculté. 
■ ■/A «ai^e^^ue Stf entrent symétr^uemeot dans ries ^uajtîoBS dâ. 
problème, on peut ne prendra que le. signe tup^riew da radical 
dans les valeurs àfi s , y, on obtiendra ainsi deux solutioos^u 
problème desnuf'Mos on dc^duira fjtlli'niont les deux auiics en cb- 
scrvinl (jiu; I s ijualic droites ijul le résolvent doivi nt i'tre , deuX 
à deux , ^yiKe'ïitjtji rriiMit sitm ci p.ir rapport ;i In droite AO. 

A cause de <i'>t , on voit 411c, lorsque les quatre valeurs de 
X , / Seront réelles. c;t tségaflfs ^ »| y en ^a toujours deu^ positives 
et deux né^atîm } çes derni^e» :^^Tsot être portées e^ sens.îpVèri^ 
des premières , il s'ensuit qu'il y a alors deux; sointions dana rai^^It^ 
DAE, tandis que tes deux autres sont dans ses deux suppléroens. 
La figure a représente l'ensemble de ce:. CjUiTc solniions. Les 
quatre dn ;;, s . 1j ;r<:In-'es ^ont T>E , D ' F/ , d'/:- , <^Vf^ , tellement sîtaées 
que l'on a Al)'=AE, Aà^=fAfi et l'on a en ouiro 



V 



!' Tant que a sera plus petit ^uc î^y— £)» il sera , ï plus fo^e 
raison , plus petit que 7(^-^-^)1 et le problème admettra quatre 
solutions distinctet. Si l'on m asij{J-^e), ou 

aas |/iH«*Cot.*«— «Cos.« ; 

ou f en chassant le radical p 

'•' ' • ■ ' 

«•s4a*(i+Ços.«)a8a««Co«.*7 •BSÂô' » 

on enfin 
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le« deux droites , Od' se confondront dans la seule droite OA , 
«l le problème n'aura plos que Iroï» solutions. Il n'en aura t|ue 
deux seulement , lesquelles tomberont toutes deux dans l'angle 
BAC , lorsque a sera coiupris entre \{ft—e) et ; d-\-c). Ces deux 
jolutlons se rédainuk cÀ aW séute lènqtt'oa ann , oa 

•. • - i - 

«a , en dussant le radical . 

^^JI^Sj ^eux drokes DE^ D^^se confondront alors dans nnc seole 
pç^|>en.<^ulalre menée à AO par le poini O. Enfin , si l'on a 
tl>'-:id-hc)f les quatre valeurs de , * ^ ^ jr ^wcpf l f||ij^i|iak^^ 
problème ne pourra plus être résolu. 

Dans le cas où l'angle donné • est droit , le losange ABOC de- 
vinent u« quarré (il^. 3 ) ; on a Co9.p==o, f =0, d=-b , et pàrtaM 

■■■■ '-^ 'W ' t. *i. ij .■; t. .u: . t )i' > 10 ifi j.. . 

Ici qaatra racines sont à la fois réelles ou ^ la fois imaginaires 7 
suivant qu'on a l>>2a ou b<,2a., et , dans le premier cas, deux 
sont positives et les deux autres migativcs. Rien d'ailleurs n'est pliu 
facile alors que de construire Je problème. 

Si , «n eflet, du oantrâ.O, et d'an layon égal à | f en déecit 
un arc , coupant ÀB *«n L et AG an L' , et qu ensuite des pointa 
Ij » 1/ et arec les «ajona respaetifs' LO > I/O on décrive des demi- 
cercles terminât, le premier avf -AB e^ P^y et le second sur 
AC en E^ ; en menant par ces points et par le point O les droitea 
J[)£ , D'Ë^ , de, de'; ces quatre droites résoudront le problàine* 

Au lieu .d'éliminer y , entre les équations 



on, peut en déduire |« T^lçi^wr^, jr^ jr ^'pejr rmter««çlipn dei iimi|^ 
géoWlriqact de. U manière, ffijl^M^ 

Si Ton prend l'angle donné pour angle des coordonnées positives « ' 
la première de ces deux équations sera celle d'une hyperbole passant 
par le point O , et ay.int pour asymptotes les deux cotes de cet 
angle ; hyperbole qui se trouve ainsi UiUt-à-lait déterminée. Quant 
à i'autre, c'est celle d'une droite déteraiinant aur les axes, À pardr 
de l'origine , des scgmens é^jaux entre eux iet à crt^dl B» iidpélMttdf»a» 
(fig. 4) U même coostroetioa que dans U figure i.'" , et portant d'un» 
part IH' vor AC j Vers C» de A en Q; et de Taotre IH sur b 
même droite , en sent inverse , de A en ; si des pointa Q , ^' 
«a abaisse sur AO les perpendiculaires QQ^ , ^ç* , coup.int'ceti^ 
droite en A, les abscisses des intersections de ces droites avéë 
fbyperbole seront les quatre valeurs de x. Ainsi , par exemple , 
dans le cas de la figure , le problème n'admettra que deux solu-^ 
tions , parce que ne rencontre pas la' coorbe. 

Mais on peut, dans diillè .'Màuttrttclion , remplacer l'hyperbole par 
le ceicle» Si, en eflèt, da qoané de féquation m^^c±d on ie« 
tranebe le produit de Féfinti«in â^âs^f aira(t— Goi.e)s4Sin**f«t. 
VL vifudca 

é()uatIon d*an cercle rapport*^ aux deux côtés tlo l'angle donné 
somme axes , ayant son centre à l'origine , et son ra;^'ou R donné- 
par la formule 

Ayant doue oonstruit, eemme ci-dessus, les deux droites QQ', qq* 
(Bg. 5), nous aurons , comme alors AQ=f+</, Kq'-=c — d. 5i , de plus , 
■oiis menons la diagonale BC du loz.mgc , nous aurons BC^a^^Sin.^*; 
fea. deux valeurs de A deviendront don» 
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: ,. ' ?- - 

8dît jonc k- Ifi'-vtum 4» Wange. En prolongeant AB, au-delà de 
B'y d'une quantité Bf:^BA j du point / eomise centra «I do de«s 
wuyena reapeclivomani .égaux k AQ, A|^, on décrini doax area 

coiipnt AO en g, g'i puis du centre A , et avec lea iayona fy, 
kg' , on décrira deux cercles , dont les intersections respectives ayec 
QQ' » auront pour ab^icisses les valeurs cherchées do x. On 
Toit donc qu'ici , comme dans la £^ure préciidente , le pr^^ièino 
n'admettra que deux solutions. 

Mathématiques spéciales. 

PROBLÈME I. Une droite se meut sur le plan d'un angle 
donné » éoM les, tdti» ouf mu longueur indéfinie , de mmùirê è 
former à^ee pet e6t4t aëi irimngle ^mt^ taire soù emstmte êt 
'données è squale emo'he. ofjfçrûeni le centre de ^romW de. taire 
de ce iriai^ie f poitti déterminé par ta amdiiifM fuë' Êee drmH* 
fvi le joignent aux trois sommets dm iriamgie parfafeni as piangiê 
'en trois parties éqw'valenies ? 

Solufion. Soil l'angle donné BAC=« (fig. 6) ; soit BC l'une 
des pn:>iiions àc la droite mobile ; soit go* l'aire constaote du 
triangle variable BAC ; et soit enfin G la position du centre de 
gravitd qui repond 9 celle de BC. 

' Soient menées GA , GB , GC ; 00 devra avoir , par Ténoncd 
AGBsBGCsGGAsfBACaSa". Soii dmaé AC an trois partlaa 
égales en R, L ; soient incnës GK , GL «-.BK, et aoU prolongée 
0G joaqu'à la rencontre de AG en O. . ' 

' Les triangles AKB , AGB sont ëqun alens , comme étant l'un et 
l'autre le tiers de BAC; d'où il suit que KG est par;illèle à AB ; 
GL est donc semblablemcut parallèle à BC. I.es triangles ABC, 
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KGL sont doiif semblables ; et , puisque K\j ost le lii-rs He AC ^ 
GK et GL doivent élre respectivement le tiers de liA et liC ; donc 
moÊÊÏ OK , OL êoni les tien respectifs de OÂ , OC , ou let nkoitSé» 
de ltÂ ,l^; 'doM tt poittl* 0^e«t; W «ÀliiMi éé^MCt^ àt n^'êt^ 
aoDtf» 'ttiie |Mùpriété' ctiiuim du «entie' nd^igiMité'^ 'dlSBpfii Jé 
dëfinitîwi admise dam Vémoncé du problème. ^'ii tn<i\tn 

• Soi«al pris les deiTx cét^-d« l'iHigte donne pour les 'asies'^lAb 
coordonnées; et en consé«|uen'"e , soient faits AK=.r, GK = y"; 
on aura A.C—2x, AB=3^. Mai» Faire BACss^ AB.AG.Smv*'} .«ew 
aura donc , en substituant , -^i '-r y^n>r 

. -1 ':. 

:jrrSin.«8«* , on my— — — -M* • 

Xi» eonrbe cfcerebée est donc one bypcrbole dont les esymploles sôat 
les câtëe de l'uigl» donn^» et dooi la ptûsBqiQce.catilf*, cowla^l» 

connue. 

Pour conî-truirc ccitc courbe, on prendra AE=/If ( fig. 7 ) ; o» 
formera le iozange AESD , dont le sommet S sera le sommet d» 
l'hyj erbole , ayant pour asymptotes lea côtés AD , A£ de l'angle 
AntmL. La courbe ser« donc eompléleineot déterminée. Efte 
d'aillears, pour les longueurs dé ses demi-diamètres principaux^ 
tes diJigftaales AS et DE du losange dont il vient d*ètre question. ' 

Dans le sens strict de llénonoë du proVlème , l'autre branche- 
d*byperbole , comprise dans l'opposé àu sommet de l'angle DAE,. 
est inutile à sa solution; mais cette branche, ainsi que les bype^>. 
boles conjuguées <i la première que l'un construir.iit dans ]o.s deux' 
supplémcns de ranj;le DAE , devraient entrer en considération 
dans le cas où l'on donnerait au problème cet énoncé général : 

Doàs droites Jixes ttuiu ionguatr mà^nh se toupant sur un 
^len MM HB mgh donné, -U nao mtrê droite » éui*» indé/tm'e , 
éUutt mno sur eo jthn ^ de maniéré à faraur onc Ut dtnàprê^ 
mùàre* , un trûmgfe dont taire soit damnée ai eonstante ; foet 
est la Uan.dà eentra da ff'orùé da taira dis ta irianglef 
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IBoos cet éopnté titaiénX , U courib* t- totmà». d« igutf bnaclwi 

4 

.... • J|/^i»«=±2«' . • . !. ..'. 

l ' * • . • • 

MOBLÈMK IL U» mgb iriMr§/is» étmt êomU Um* tu* 
p&e* ; MB M^pMt fifm plan ùidélfim se mfiit A mmUrê à /armer 
mac le$ irai» fmeu de mT angU triUre , m thraiérê iem h 
raiMma soit constant et donné ; et on demande quel sera U lieu du 
centre de granté du volume de ce titraèdre^ fwnt déterminé par 
tette condition que les (quatre tétraèdres tptî y y ayant leurs som- 
mets , auront pour bases les quatre faces du tétraèdre dolU U 
vient d'être question , devront être équivalens ? 

Solmion. Soient SAB , BàÇ., XÀS (6g. , 8^ les iroU face» 4a 
ran^k trièdn donli^;' dbnt lé' «ommet' cet en À» wU B8C \'m 
de* poaitîoii* du plu mobile ; soit G. le eentie de pevité tpn lû ' 
tiëpond ; et loit enfie 64ii* le velame eonilent du. fétraèdre SABG. 

Soit menée SG prolongée jusqu'i la rencontre du plan BAC 
en O ; soit menée AO ; et , par le point G , soit monde , paral- 
lèlement k l'arèle SA , une droite se terminant à AO en D. Soit 
encore menëe BD , prolongée jusqu'À la rencontre de AC en R ; 
«oient , en outre , menées DQ , DP , respectivement parallèles k 
AB f AG , «t ae terminent h cea drokea en Q , P. Menorn enfia 
DC. » • • 

-A eanae de GD.^tallète 'à AS et coméqiiemment ae plan de 
le fiée CAS , le» dèas tétraèdres qui , ayant cette face ponr 
base commvne eurent leurs sommets en G et D , derront éire 
ëquivalcns ; mais , puisque le prcmior fîoil ^Ire le qu.n t du t<<traèdre 
total SABC , le dernier doit l éu»; aussi ; donc ADC est le quart 
de AUC ; dune DR est le quart de BR, et constiquemment PA le 
qttert de BA* On pronTerait •embbblemeut que QA est le quart 
de CA} d*où U serait facile de déduire que O est . le centra de 
^TÎté de4^tre:da triangle BAC, que GO est le quart de $6» 
Zbm. X* • Il ' 
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et d'obtenir ainsi toutes les propriétés connues du centre ée gra- 
TÏté du volume du tétraèdre, M parlant de la définilkm comprise 
dans l'énoncé du problème. 

Soient prises les trois dMldi AB » AG , AS pour axes des ooor- 
ÎSnnéM, SomuI lûta AP9 m , PDa^* bow auront ' 

aàm'^^A Mtfe , I rMÀIe ^ ftit AS arae at pfi^e«oa «i^dj^ 
gàttlè'itàr l!^ bas^ Bjv6v^ét aort'rmgle CAB=f ; la hauj^ear^,4ji[ 
tétraèdre total SABC sera éTidcmment SASin.l j Taira 4^^n 
dtant d'ailleoit f AEAGSifk.f .} aon Tolume aora ' ,\ 



...,î,;t.>^ SABC-iAB.ACJ^j5in.fSin.i } , , \ 1, -, 



en nibstitaliit ^ne » nous aurons pour l'équatidn d« h M|iftM 
clMTcbio, liep de tooi léa poiitto ^ * 



I 1 1 ; ^ >«. 



Mr&oe da troidènie ordre* 

Pour an étudier la forme , nous remarquerons qve , a! l'on fait < 
zrza , on a xy — Cons/,» cquaiîon d'une hyperbole entre ses asymp- 
totes; et l'on pourrait faire la même remarque pour :r et y. Ainsi 
cette surface est Icilc que toutes ses sections parallèles à l'un quel- 
conque des plans coordonnés sont des hyperboles ayant pour asymp» 
total las interaectlona dea deux antres plana coordonnés par la mémo 
plan j ^el il n'en faut pas d'avantage pour.apercevoir que la nappa 
de nette aorfaea , cooopriaa dana l'aof^ trièdre proposé , a'élend A 
linfitti et a pour plans asymptotîques les faces mène de cet engio 
fricdre par lesquelles elle est d'ailleurs circonscrite. 

Celte nappe aeule fésout le problème , dans le sens atrict de soa 
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ëaoncé ; mais «i , au lieu d'un angle irièdre , on censid< re trois i 
pbo$ iu<i«fiais passant par un mètoe point» formant b angles : 
trièdres autour de ce point , le problèame -poarra être indistincte- 
Wfmt ^rélpla p4r loyta^.lai. nappes, àé «tllv «vrfacej, iMqaclles aoiit 
•^ aofobra de {gwiti* et l»ll«qi<ojl dllspe^ «nfve.eUeti -que deos 
ne M iroiiTent jenieU- 4eiM. 4ettx. JUigIeft-.oppoéés {eus : «on-^ 

mets. Le* ^nglee .où elle*, (nwffc»» «ont ,.i«*:l^le.dpi-.«,y, o 
M positir» ; 2 * les trois angles pOjur |e«yieU. «ne, ienle "df» stdbit 
coordonnées x y y y z est positive. , , 

On peut donner à l'cquatiori de ccUo surface une forme syme'- • 
trique, en y in^oduisani les angles • » /i que forme l'arète SA. 
evee le$ erèles AB , AC ; U ioffit pour cela de remarquer que « / 
vS^rnik- Iff /note» d» |^ Q^am^t^ éf -iL .lOBiçim^ » ^'^^Z i 



et d'Introduire cette veleor dane réquaUoa ci-dessua^ 



1 ••«■• 



- ■ r I 



■ •■ » : 1 ■ • ' ■ • . . 

Autres solutions des mêmes problèmes ^ 

Par M. Gbrgonuk. 

• ' ' ' • • 

•• • » j . ■ . . . . " ' 

Problème L Par tm.poim dopnè dans un anglç donnée et 
égëUmÊm dttimmi d!» us dstm sôUs , mener une droite terminée 
sas dess tMs i» Psn^s^ iê utte ssrte fuê. ce point la iipist 
an deux segmêms- issitts sssms' êes fssifét êsitifé^sksu àmss 

surface donnée ? 
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perpendiculaire à celle qui joint le point donné au sommet ém 
l'aogle donné , il pourra y «Toir deux «oluttons du proUème 
&tm e«t sDgle wttémm» Da pl« , « la Mirfn* d*iiiié# Mt pli» 
(nnde que le qoarvé coottniir fvr la driiia qui joinl' le pakt 
damië au fommet da Tangla donné y aura «neora dna aaltitiaa 
dana chacun des deux aupplémens da Tangle donné. Ainn la 
problème paat amîr ^oatra «oUtlimMi et pas davanta^a. 

Biais , comme , en menant une drnife înddfînîc par le point donné 
et par le sommet de l'angle donné , loul se trouve syracitrique par 
rapport à cette droite ; il est facile de prévoir que , bien que du 
4«* degré , ce problème ne doit présenter réellement que la difficultd 
i^ ««Bond. 

Soient XOY (fig. 9 ) 'l'oasle dabné; P lofbint doitmé , également 
distant de «es deux côtéa ; AB une droite menée pir P qoî léaoot 
le problème ; et ^ le cdté d'un quarré constant auqoel doit êtrt 
équiralente la aomme Eî**hfl* de» qoarrés des deux «egmeoa 

PA, PB. 

Soit pris l'angle XOY pour nnglc des coordonnées positives ; re- 
présentons cet angle par y ; soient les deux coordonnées du point 
P égales k a { i'équallon de la droite Afi sera de la forme 

r-aa Jf(*-«) / (I) 

Jf étant nn coeSdent inconnu .qu'il a'^t de déierminer confoiw 
mément k la coodlllon du pftobli^aift* ^ 

Si , dans cette équation , on fait saccessivement y et S' égaitx 
ï zéro , les valeurs qui en résulteront pour S et fi aeroni cellea 

des segmens OX » OB j on trouvera ainsi 

... . ■ i ■ > 



«BiCMMéqmnea.; ai jd^apabs la fiamnile qui donne le qoarré de U 
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distance entre deux poinU^ àaat le CM de* coordopnée» obUf^uet ^ 
on trouvera faciUflaent 

donc ^u'oa doit avoir 
l'é^oalioD fiÂ dam ddteMÎiwr jf ttn 

oa bien 

Cette éqmlioa défdoppée devient 

ëquatîon complète du quatrième degré ; maïs qai , ëtant rëciproi{iie , ' 
lie comporte que la dinscultc du second. Rien ne serait plut facile 
d'ailleurs que de ae rendre raisoo de celte circooatance. 

En dîviaant donc tone lee lemee èê eeUn d^tiatitHi par M* , 
eHe prendra cette forsoe 

dt cnenite e«Ue-ci 

Peaant donc Jf+^^^s noua aarona s 
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d'où 

En forainit k losange ObPE . abus^nl. ît j^rpendiculaiie EC 
sur OD . imiMgeant CE yen E, joaqu'eQ^, de maDièrt ou* 

al conaé^oiineat . / f ,v ■ 



décrivant donc du pnhn O conime centre, cl avec QF pottr fa|a«» 
U deml-cerclc GFG', aou5 aurons 

de sorle ^ue les deux râleurs de < aeraal = 

S'il ■ . .. 

»aUl'équaii«iJf+ys,, qof tmat & 

JV— «Jlf-f'iso I» 

donna- 

— * 

ralttâtiMiit âoù» tauHànoÊA cm deux Talanra , noos auras» 
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«I 4ft II, à MOM ODs(i-.J|> 

• ■ * 

IdagMim CmSU» I eooMnitK » et dont la délenntiiâtiMi 'iteut U 
praUèfiieÉ 

PROBLÈME IL Quel est le lieu étt tmtres Je granti Je* 
mires de tous les irîaa^êi fu oai me mrê wnstaaU êt m Mglê 
tonstant donnés ? 

Solution. Soit pris l'angle constant donnë , que nous désignerons 
par y pour angle des coordoanées posItiTes } soient X, Y \ti deux 
«dt4a qui le corapcennent » et toit T l'aire eoottanle dont il f 
mille auimie, par on/ihéavéïne conaa , • ' 

Mais , si nous désignons par s , y \ci coordonnc^s du centre de 
^TÏté , nous aurons , par une propriété connue de ce centre «, 

substituant donc, l'équation du lieu cherché sera 

9X)rSiD.ySa3* I 

dquation d'une bypeiliole fiieîle \ construire , et dont les axes des 

eoortlonnôes sont les asymptotes. 

F&OBIÈME IIL Qfid êst h iiêu éês untre» de granti dn 



BS nOBL.* m GONC'* GOLLÊGBSROTAnX m PAIU& 
wobuuM dg ions iês iéiraèdrês omt mm po/miê tmOmt tt um 

angfe trièdre constant donnés ? - .' 

Solution. Soit pris l'angle trièdre cofMfMl doDB^ poar angle dM 
coordonnées posiiives; désignons par • , ji , y «es trois angles plans,, 
et soient X, Y , Z les longueurs de* arêtes respectivement oppoaëes; 
•oit enfin T le Toiume cousUat dont il s'agit ^ iu)us aoroiu, par 
QB diéoffljiM corail > 

Mais, si nous désignons par s, y , z les coordonnées du centre d» 
pavité I nous aurons , par une propriété connue de ce centre , 

Substituant donc » l'équation du lieu cberehë aera 

équation d'une surface du troisième ordre , ayaat k» plana cpor 
donnea pour plana asymptoliques (*). 



O Kana ne» Amm» fcoMUe; ta pfebliaaa pn»po«j mu éUxtt <I* 
Bialhëmatiquel éiéaaataii«« Bfliis parait , i lui moI, plus difieile et plm m*. 

«ptlble (!e dcveloppemtnj et rlc drtaîls , que ne le sonl enst niLlf (c» dtin 
^ui ont «lé proposé* aux élève* U* matbéiDati(|ue« «pécialc*. Il »e peut , au 
mploa, ^ lea gè|ieièlf«a qui en ont fait le choia , aient aperçu qui-^ua 
nanike linpb dt la liiaadM » qui anra if^^emsA échappé à VL Jnaamm 
«t à noaa. 
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GÉOMÉTRIE DflSÇRIPOT]^ ' 



CahslTHCtion de la tangenÊB à ' un» coterSe à doMê 



1 UT lû 



Au Rédacteur des Annaltêi 

HOIISIEUE , 

IDans le tnXté de Okmkriê ênmpih&t rccemment puVHé par 
M. Vallée » Tiateur donne , d'sprè» M. UaduM , k Mlitttoa du 
problème dont Toicr l'énoncë : 

PROBLÈME. Une ligne courbe quelconque , à double courlure r 
soumise ou non à la loi de continuité , étant donnée , arec un de se» 
peints t mener ^ par ce points une tangente à cette courbe :' 

tT^w pmtnif à mb hàt , r«ai«iif « d'apfèi M. Haclintlir • 
rnoiM» i .da» rarfiwM gracbet doot l« esirb» doat U a^agit eat 
lIotecMctîoa ; m q«i conduit à un»- aolaHsii li comptiquëe qv'ell» 
me paraît ponvcnr paaaer pour Impraticable. M. Vallée loi-- mémer 
aeaible tn porter le même jugement , puisqu'il dit ( pag. aôft ). 
quo le procédé qu'il Tient de développer est d'un emploi pénible 
et que c'est seulernent sous le rapport de la gt^onnélrie deacripitvtf' 
que M. liacheite a rendu un grand service à la science. 

Jal essayé de résoudre U mène 'problème d'une maalère diflfer 
TêHu X 1% 



^ - TAUGENT^S ArUX COURBES 
note I tt wki ma solution qui rrc parait assez simple pour mérllcr 
è*etre comme. J'oteeTre d abord qtre la cootIh: et le point par W 
quel il csl question de Itii mener une langenle, ët»nl doonët p»c 
leurs projcclious horkontalc ^ii vcrliç»l« , Iw proj«flÎ0Bi ^ U 
tangente pnr le poînl donné ne «erohi aul» cW que tes lan- 
gcnies monéw vax projections par les projeetuns du même point j 
d« corle qve loi|l 4e prol»lème «e wéM:M V^^^ "1^ 
gente à une conrbe pUne. p«,«|i.IiO«t domë de ceti» courbe -, 
ce que j'exécute ainil qu'il suit : 

SoU.-.. M'"M"M/PM,M//^Ï/// (fig. »o) la courbe pUnc pro- 
posée; Cl soit P le point par lequel on ie propose de lui mener 
une tangente. Par ce point P soient menées à la couibe une suUe 

de sécantes arbitraires M''P, M'P , M,P . M//P , M/„P 

aur lesquelles soient prises , à partir da.ceUe jméme co»rbe et dan» 
le même sens* les lonRueùrs égales cl arbUraîre»^«.M"'N'",M"N", . 

M'iV, MA, M„N/,. JA,ul^„, î par les pdnU déicrmincs par ces 

longueurs , soil fait passer une seconde courbe N'''N"]N'P , 

]y,N,vN/,/ laquelle coolicndra le point P comme la première. 

Si alors de ce point P comme centre , et arec Wn rayon égal à 
la longueur constante et arbitraire doi>l il vient detrc question , 
o i dccrit im arc de cercle coupant celte seconde couri»e en T j la 
droite PT sera la tangente demandée. 

Si , en eiTct , on rcpriSsente en g<fnéral pwrr Ift fliltatMe^ point- 
P k un point quelconque do la pfcnuiM* eoiirlNi\f «l- per *. la 
longueur constmte i la dist^tnee d« point P au* point corrospondalit 
^ la sevonile «onrbe. num pour oxpiuèslon 47—*; maU , 4orsq»ie 
h sécante détient langeoie , 00 a r»©., donc, penr: b tangente 
on P, on doit atoir PT=<7. 

On con<;oit qtie , dans la pratique, il convient de pnwidïc ia 
Icngucur ronilautc aussi grande qoe lespace donl peail ^i^3«r 
p*;ui lo i.ertncttre , »i\n d"<Jcarler le point T. k ploa/ jlaséibl» ]la 
puint P. 11 contiendra «assi de mnUipiiet dawntoge le ndmbae 
éoi sécante» dans le- ^isina|^ 4e la . tengeolu » idb d'ifittt f Inapte 



A DOUBLE COtritBURE. 
ils ta • OQèfl^K 'aeeawl* coarb* .e» eêt eedml^. Enfin , onr 
pourrrié IMëniger nii iioyefi dé v^rtfiration , en porunt • aati! 1» 

longueur constante en sens inverse; ce qui déterminera une nouvelle 
courbe auxili.iire , et . cOMé^uaaiaeiii an nouveau poiol T à l'op- 
posite du premier. 

Lorsque l'un des points M"', M", M', M/, M/, , M,// , .... / 

pris sur la courbe primitive ^ est très-voisin du ^oint P , comme 
il arrive , pv exempte ,.i»rta ift Âctiial! p!iut.U ^int M/» la 
direeiion de lu «étante M^N/ peut être douteuse -, alovs , pour la 
détermine^ plus kurèm^nl;, «M paut'reeaurîr ao .pracédé que .vaici». 
et qui porte avec lui^M/d^onit^tîo^ 

Des points P et M/ comme centres , et avec un m^me rayon 
quelconque , plus grand ccpondanl que la moitiL' de VM, , soient 
dccrits quatre arcs se coupant en G , H ; puis de ces doux points 
comme centres et avec un autre rajon arliitraire , plus grand cc- 
pcDslant que U moitié de l'intervalle GH , soient décrits deux nou- 
veaux ares sa ccrapant en -IL ; alon la droilie PK sera la sécante 
demandée. 

Nous devons iwnarf{uer eneore que nos deux cfleurbc» sont auxf* 
JSaîres l'une de I nutre , d*oÀ il suit <}ne , si du peint P eommor 

centre , et avec P'I pour rayon , on décrit un arc de cercle coir- 
pant la courbe primitive en U , la droite PU sera une tangent» 
en P À son auxiliaire. 

11 est presque superflu d'observer qu'en enseignant mener gra- 
phiquement HUt tangente k uiie'-oOttrb» plane, par on' tjuSsledmiua! 
de SCS fomts, nous avons aussi enseigné împliaîtenieakÀ lui mener 
une 'narmale par le même' pontt.' 

Quoique cette solution serabto pluaicioiple et non norns exact» 
qse celle de M. Hae|ielte , îl restem -toujonn k ce géomètre le- 
Bif'rile d'avoir le premier r<'solu la question. Ce qui peut mianmoins* 
paraître cxlraordiuaire , c'est qu'il ait eu recours ^ des surface» 
courbes lorsque toutes les quantités données et la quantité cherchée 
sa ta»ttrant situées dau». nn .alème plaa.. Je ne serais pss éloigpé 



•d« croire 9 M «irplas , que U solution de M. H«cbett« • bi«f 
analls^c , te trouvonît manir à c«Ue qui Tient .d'être axpotëe. 
Allées, etc. 

Maneiile, le 16 de «epteiçbce 1819. 

HïbROI)¥NAM 

Sur ie principe dhfdrodjrMmiquk réatif à ht jfixNlÊ 
dimpuldon de3\fltiides ; 



fi 



Par M. Kamoi.. 



Aa Bédacteur deê Amiatei* , 

Monsieur , 

XJne erreur , il me le semble d<i moins , s'est f^iisst^c dans 
rintrodudion que M. Girard a mise en lètc de sa traducùun de 
l'ouvrage de Smeaton i îutituië : RechercÏKi eapirimtniaUs 4ur 
fêw ^ iêt^ fimis f'$ic, * . 

«.Pour 'donner- um idée de la qocetioif , |*«Ktnîs le fessage iuhreM 
dtt livre, de. M. Girard. 

« Que l'on conçoive percé d'an ^AriSce le bnd d'an vase renp'K, 
d'emi-{ le fluide •'ea»ëehiippcn e^ encieeni, à n sortie du vase, 
une eertainc preasion-iCOiitrcr un plan eppoed. perpendiculairemeot-à 
sa dirccliun. » 

« Suivrait l'opinion de Newton le poids capable de faire équi- 
libre 4 la pression exercée par un courant d'eau à sa sortie d'un 
raee entreleiia cwmtammeat plein doit dlae égal, aa-.poide di^ 
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DES FtUÎDES. 93 
^mme d'eau de même hase que roriflce , et d'une hauteur double, 
de céKe du fluide dans . le vase ; et , comm^ la vitesse d'ëcoule-. 
meut des iluides pesans est proportionnelle à la racine quarrce de 
leor hauteur au-dessus de l ot Uice par le<jiie) Us, s'écouleat « il »*en- 
iuit , de la théorie de Newton , que l'impulMiNi A*m» T«na flfiid* 
|ur un plan ast proporiîonDelic au quarré ét Ja vilon, doa^ dit-, 
«si animée perpendîeulaireiDent h ee plan. , 

« , Admettont cette propoaîtMp.-Pannt veinarqan la 

premier qu« , lonqa'nna roue k palall«s cal {nise en mouYcoiMit 
par l'action d'un rouraot , In vitesse avec laquelle les palettes sont 
choquées est la dififércnce de ia vitesse du courant et de celle de 
la circonférence , de sorte que c'est au ^uarré, d« cette diilé^ca 
qu;e l'impulsion est proportionnelle, m , . 

m Gela ppsë , Parent chaiclia rezpretnon géa^rale de l'eflEjptdala 
maehiqe^ c'eal-Axdtre* le pro4nU-da poids qu'elle âèfepar la vitecKi de 
ce poida ; U trouva que cette, preatioo. eai «n mgnmiÊm » levaqi». 
le «riteiee dn cenlM dlinp — aîen dea enbee «t égale ao tic» dé 

la vîte«sc du courant. » 

« MM. Pitot, Bëlidor, Madanvia , Léonard et Albert Euler , 
et géncraleniciif tous les mécaniciens avaient adopté la règle de 
Parent , rebiive au maximum d'efTet des mai4iines hydrauliques, 
lorsqu'cn 1 7G7 le chevalier de Borda publia un mémoire dans le-- 
quel il ëiablit que le mouvement d'une roue hydraulique quel» 
oofiqiie étant panrçwi' ^ «l^irifHinUé , il eat néeeâaaifa qne Taelioa 
ÛMlaaitnée du ;fliiide «nr le* paletlea aoit ^le i raetion de . lé 
pcaaatew anr le, peide éleeë par la rona; La fonmile k laquelle U' 
parvient , étant Itaitée par la méthode ordinaire de maximis et' 
mimmis , il en conclut que l'eilet de la machine est le plus grand 
poaaible , lorsque la vitesse de la roue est égale à la moitié de la 
vitesse du courant ; résultat que l'on obtient en suppoaant le choc 
proportionnel à la vitesse simple du fluide. » 

9 Ainsi, la théorie des premiers géomètres , qui supposaient Tlmpal- 
aion de Tcau contre le* anbea de la soae proportionnelle au quarré da 



^ PRESSION 

ta TÎtessé reblîvt , se trouvait contredite par celle ^e Borda » qol 
supposait cettt impttliieo prop^ftiocmeUe % U aiaple vUeMc Mbtlve • 
du Uuide. » ' " "i" . ' m^'i" 

Je me propose de faire ▼oit, - ■ ■A'-^ " • 'I "J"'! 

1.* Que Borda a'a pmot supposé Ifr dtoc èt Mé» proportioalMi 
t ià irtlciié^» et ^uH tt*a c1nil0^ di tSéli; c« points U: tUtlM 

Soit ÂB ( fig. 10 ) une surface pîane immobile, rccet»nl perpen- 
âîcvlairement le choc d'un fluide qui s'échappe de l'orifice DE» 
• ipposë trcs-pclit , avec une vitesse de K unités de iM^veur pir 
secondes de temps , due à une hauteur CD = A. 

Pour que cette surface ne prenne aucun mouvement, U f.iut qit«- 
le poid» P qui U tetratit , et auquel ëlltf Ml' itt^aéfr •ftadWi ptr 
Un fil^ iéeiUeiinble Vpppm , passant aiii leé p«éillê»''jp;^ P % ' P * '^t^ 
équilibra au choc cootmvel d« fluide. r ■ r ^> 

Newton- auppoee ^ ne cluque nol^le- .dé floide- > en choquant 
la plan AB ^ perd toute sa vitesse et disparaît «tauikei de a^Kie* 
qu'il n'est plus nécessaire «îo la considérer. 

Désignant par A la grandeur de l'orifice DE et par / le temps,. 
jiVàt est le volume d^eau tjui s'dcoule pendant le temps àt , et 
dont le plan AB reçoit le choc. Donc , la densité de l'eau étant 
prise po«r miK r-AT*d/ tit la q[naMittf de mooveinent inBninant 
petite qoo- 1« floido Tiettt perdn contre fe-plan., pendant le temp* 
d4 , et là hq^eello doit faire ëquififare «êHe ^oe le poida P tend A' 
aomnuintquer au même plan dans le même tempe. Dr , cette' der» 
«ère est ^ désignant U vitesse qn'ncqnieit im torpi pCMSt:^ 

au bout dfiHM eeconde de chute { diane 

>;d/»^P*d/ ^ 

•te Pg-AF* ;: 

bieik Qnaore-, eanee qtae y*st9(i^ „ 
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éqoaùon qui contient le principe de Kewtoo ctt«i par M. Girard. 

Soit £ la aépeait d*«aa pir. «M«ii4fi, J^^AV ^X'PmEF i c'««t< 
la formula ét ^ôtà%{Mim&ires, 4«fft/a*démi^éês tdmces,yvax 1 767). 

OoniidéniBa aoto^lamaAt la' eaa ' «à la plan AB a una ntassa 

Paitqtte le plaa a une vitesse unifornac , il faut ne'cessaîrcmcnt 
qne les deux forces qui le soUirltcnt se fassent équilibre; mais leur» 
valeurs ne sont pfus les mêmes que dans le cas précédent. En 
efTel , le fluide ne perd pas alors toute sa vitesse par le c^oc ; mais 
seulement l'excès de sa vitesse sur celle du plan » c'est-ji-dire , F— P; 
U q^u^ofité de^ ^ouTeoMnt.perd)!^ pendant la 1a|n|M.d/ par le iluide 

c^i F^d/. ...... 

La qaaBiilé da.fiçuTamant q^ poî4i F «194 à îvpiciaiar au 
plaa est Pjd/j donc . . . 

e>9t K RtrmiAè da Borda, 'qùl iiMilaéqàaiiiiB«lit oTa poibt mppoaé 

10 «liofe du fiindè '^po^tianael & la Utana nmpla. 

■La poids f ; ovdltiplié pai^ la kautevr Ji hquéllc il est ëlcvëp«a* 
dam utie ^seeonde , est ce qu'on nomme TefTet de la machioa; or ^ 
aatia iiaviaur est é^^alc l j par conséquent l'eâet «st 

11 varie donc avee Pour aroir sa valeur maximum , il faut 

différaoiiar..--7r-~ •\par rapport à T', at ^Icr ia rdnal^t à 

aéra. On a par là. VîaJ^V \ loUa atl-doaa h Talaar da 1^ %iu 
donna la aiMwmani d'affat. 
EaaaUian* piëNittaïqnt la iaraMila da ftiant. 



PRESSION DES FLUTDEa 
Suimni lui , lorsque le plan Ah a une vitem ooiforaie 
il faut| dans i'ë^uatloa 

' • FgJs^AV* , . -, ,- 7 .s'J.-i;', 

4^Mr r ea F^f^i ce qui donne "^''^^ ùte-in^ A* d ^ lio* 

pg^Af^-y'/} ..... 

]r«ffat «enit «I«ei HA k 

expression dont le maximum » effectiveineat I«f«^iir>^''s=^^ 
D'après la iocmuie * , '>fif' 

le plan recerrait ]e même choc que dans le cas où il seraic 
immobile et oi^ le fluide n'aurait qu'une vitesse V — V dtie V une- 
lia«>tear h' qui serait donnée par Téqualion {V--'V'y=s2gh\ ' ' ^ 

Or , ce principe > qui cet Tfai lorsque Ton conaîdère ]« cAie ^Itlp' 
«h>qu« aoléeulft flnidft iio^eiit^ eesae èt irétce« qoaodoA pnad 
]a fomme de tom lê» ciiocs pertienUeie» 

En. effet ,. lorsque le fluide « «ne .vîl«Me Vg , et le plan- on» 
VÎtene la dépense d'eau par seconde est égale \ AV ; mais ^ 
quand le fluide n'a qu'une vitesse V — V , la dépense n'est plus- 
que A{y — F^. Donc si , dans ce dernier cas , la quantité de mou— • 
▼ement perdu par le fluide pendant le temps, di est y^(iP'—^^J[HjU 
elle sera dans le premier 

•t Fb» tara» 

p^Anjr^ni 

c'est h foTiBulie que* non» arras trouvée pfilB Ktat». Je eioSi- dirar 
avMr «omplèleiiieiil pwuiië ec qae pavaU>îmuicé.. 

T9«Ioiue^.l« i^lk «eplembre 1819. 

caxq^t&ique;. 



HIEÛiaS SPHÊRIQUES. 
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CATOPTRIQUE. 

JUUcTQ&tf dà foyv dêa mirturs ^akéi^ueê eoneam 

et cùnvesÉes ; 

Par M. Gerg'ommz. 



On tnmTtt » dus la plupart dei tnStéi d*opliqiie » d«t (iDraïuIca 
qui donneat la posUbn do foyer des micoln sphériques concaves 
et convexes , pour toutes lea aUoations que peut avoir le point 
lumineux sur l'axe du miroir; et ces formules ne laissent sans douto 
rien à désirer , soit sous le rapport de l'exactitude , soit MUS Celui 
de la simplicité des considérations qui y conduisent. 

Mais j'ai reaiaiqué depuis ion^- temps que l'on pouvait aussi 
parvenir & oes mémei fomralea d'ona manière trii-élënieataire». 
par la conaidération des propriétés des seetioDS €oni|ues { et , oomme 
je n*aî rencontrë aoeoii traité d'optique où la question ait été en- 
visagée sous ce point do vue » j'ai pensé qu'on ne verrait pas sans 
quelque intérêt ce nouvean genre d'application de la théorie de cea 
sortes de courbes; persuadé , comme je le suis, que l'un des plus 
grands charmes attachés à la culture des sciences exactes naît de 
la parfaite identité entre des résultats obtenus par des méthodes 
qui , au premier abord , semblent totalement différentes. 

LSMMR, Trmaw ie rayon de eauHmr* ^àt^ê «t i» 
thjptrhotê è fm de us semmets ^ 

Tom, X i3 



9$ "miroirs 

Solution. En prenant l'un des sommets pour origine des coor- 
données rectangulaires , i'axe et la tangente à son extréinttc pf ur 
axes des x et des y , respecUrement ; rcprtenliBt da plat Tué 
par 3tf et le paranràtre par p ; rëqaaiiin téfllttini* à l'eUIpM et 
à l'hyperbole ecn ^ eonns l'on aût, 

. ^ - y»ss^:?:AJf^,- ' 

le signe supérieur répondant à l'clIlpsc , et rinfe'ricur à l'hyperbole. 

On trouvera de plus , ppur, l'e^o^tioa dç le Dormale k la courbe 
par le point 9* t y* % 

t» y fetiant ysao , on tronven que celle nânmle rencontre reate 
dee s en va point peur lequel on « 

Cela pose , si l'on mène a la courbe ttoe aonnele per en point 
ttès-voisin du sommet , i'arc de la courbe compris entre ce point et le 
sommet pourra évidemment ôlrc considéré sensiblement comme un arc 
de cercle ayant son centre à l'inlcrseclion de cette normiile avec celle 
du sommet , c'esl-à dire , avec Taxe des x , et celte approximation 
deTÎcndre un rétoltel tout-lk-fait rigoureux , lorsque les deux nor- 
males en viendront enfin à coïncider } dono , le courbe^ a , 1 son 
aommel , une coorbure ^le à celle de cercle dont le rayon serait ce 
que devient la valeur de s trouvé en dernier lien « en y faisant s'sso^ 
c'est<4-dire » 

ip i 

aînst , dans les dfenjc eonAes , U rayon de couriurt mt sommtf 
êst ^ai au demi-paramètre* 
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s P H E R I Q U E s. 9I) 
PROBLÈME I. Trouver le foyer d'un miroir sphértgut con^ 
cape , pour une position idonnée- du point lumineux sur taxe du 
miroir F > 

SalUi4HÊ, Soit r J« ny*i''«ii- l«ii<è» soit d U 4itlMiee do m 
Mrfoco an point, lumineux. CoQ5itl«<r««is «0 miroir, qno nouo snp- 
poiOM nno très-petite portion de le sphère dont il fait partie, 
comme nn miroHr ellrpiiciae ; le ^araniètre de l'ellipse génëtalricé 
acre ar , ci la distance de. «n aoniBet & l'un de s«s foyers que » 
pour fixer les idées , n6u< supposons être le plus éloigné , sera d • 
en di'isignant donc par x la distance du nicrne sommet à l'aulrc 
foyer, (jui esi évidemment le foyer cherché | on aura, par les 
• propriétés connues de la courbe 




d'oA 

et cosuite 

diminaot donc tf, entre ces deux ë^ation^, il viendra 

r." ■ *. : V ■ _ ttf _ |rrf 

formule «nù r^at ut le nroblémeé * ' - ' ^ . 

i 

PROBLÈME ifi^'Trcufer le foyer Htm mfrùir sphirî^ue cMPtx»; 
pour me posùtM domméê du pnmt iummmi» sur tusê du miroir i 
. Saluiim» Smt r le rajcon du mirair» ok seît if la dîAanoo d»st 
MrfafO.aa point lÉoiinens. Considérons ce miroir, que nous sup- 
posons une très-pelile portion de U sphère dont il (ait parti* , 
comme un miroir hyperbolique ; le paramètre de l'hyperbole géné- 
ratrice sera 2r , et la distance de son sommet au foyer de l'hy- 
perb»le opposée sera ; en désignant donc par x la distance du 
mémo sommet X l'aeire fioycr ^ qni eet le £oyer ctierché , oH anra , 
par le* propriétés eonnne» de la courbe | . 



too QUESTlOliS FEOFOS££& 



et flimiil» 

éliminant 0 , «ntra ces deux, ë^aatioiitt ii nendcft 

Ibnnulc qui résout le problème. 

Corollaire. On peut, d'après cela « cômpnndre les deux formnlee 
deiM la formule unique 

le Signe supérieur étant relatif au miroir coocave, et le signe in- 
férieur au miroir convexe. 

Ifons renvoyem ans Irailà d'optique pour lea Boinliieinee 
séquences qu'on peut déduire de ces formutca. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorème de Géométrie,' • 

JLb liea. dea milieux des. cordée menées & «ne aecUon ceniqu* 
quelconque par. un même . point ^^oonqne de aoo plan > est 
■ne aulre section coniqua. 

Problème àe Géométrie, 



. Quel est le lieu des milieux des cordes d'une section coniqne 
donnée quelconque , tangentes à une autre seclion conique 
donnée et quelconque ? . - 
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ANALISE IND£T£ilMIN££. 

EaBUenèton du prMème de Fmkêat , Mtr /et doubles 

égaillés ; 

I 

fto M. lu M. P. G08TB ^ Ueutenant au corps rqyd 
dTavtiUirie» ancîeii âève de l*écàle polytecbmqiier 

LoBSQifATAliT OM fenet7oa djg^lwiiiiie rtiîlrawllè iTime ou db* 
pluMtii» varUblet , on demande de trouver des veJea» numëri^ttei 

rationnelles de ces variables dont la substitution dans la fonctloa 
la fasse devenir soit une puissance parfaite d'un degré donné soit 
un nombre figuré d'an ordre donné, soit, plus généralement, tui 
nombre d'une forme assignée quelconque , cela s'appelle , dam Ui 
langage de l'analiAC indétcrmiaée , résoudre uoc égalité iimple. 

Mata , lorsqa'ayaot pfcisleun fbpclioo» algébriques rationnellea des- 
mêiiiea TariaUe» , on se propose de trovver n» sjrstèine de yalearr 
•aiîonnelles de eea- variablea fasse devenir ehacune de ose fonc < 
tiens un nombre' d'une forme dëtermtnér, cek* s'appelle résoudre* 
UM iouhU ^<idiU , une triple égaiiti , etc. , suivanl le nombre* 
dos conditions auxquelles il s'agit de satisfaire , on » ce' qnrsvrîènl' 
au même , suivant le nombre des fonctions propos-PS. 

Qu'on demande , par exemple , une valeur qui, a^ise à la flacon 
de rindéteriuinée dans les fonctions 



DOUBLES 

rrfww détenir, toutes deux, des nombres triangulaires ; on pro- 
Hw-ml x=3, «» deviennent respectivement 

îll Lestions ont été «n des objels des i.oa.breux 

... il considéré que do» fonclloMfWHM»""— . 
„u;,iuc; . ..excédant pas a-ftcDdf» •» nélliodes i • 

a„ foncions pU. 'r^'J^u cas où Von e.l=e -l^.. a.ox 

non. J™iZ, dVc seule v^rlal-le devk.n.en, , 

foncion. ••|=^^"-*^.a.^.,,c«ri3b:e,d.ax nombres poly- 

6""" 'T ti;. »n 1 plus générale, e. con.pr.n»l ..«x- 

,. Soient, en pcooiw 
a,.t.esd„n,e.,e,.ess.,tde>a«^W-«^«».a.*' 

« p.„po,on.-n.»s de f-- J^"';^ a. „duiii««t. a. 



ÉGILITÉS. 163 
mkù, PoDr y parvenir , nom représenterons les racines respeetires 
des dettx nombres cherchés par 

el f en esprimant que l&s deux conditions du pioLlcmc sont sa* 
lisiaîles , nooa aurons les deux ^nations 

Enchâssant les diSnomînaieun , développant , réduisant -et divÎMni 
par X , OM deu«c «équalîons -deyisodronc 

équations d*o& on tire 

a* ■* . as * 

et, oomme il faut que • et /i soient raiîonnels , on voit que tout 
se réduit , ainsi que nous Tavions axrnoncë , h trouver «ne valeur 
de X ^ut rende h la tda des quarrds les deux fanclions 

4ox'4^424'635 , 3ai*4'faH.:(9 . 

Ces fondrons deviennent toutes deux des qn>rn^ , savoir } Sj" 
•t 23' en faisant z=4i on trouve alors 



oa 




et les racines des nombres triangulaires deviennent ainsi 



io4 DOUBLES 

+'9 » 

oa bien 

ce ^oi dopne, pour les nombres triangulaires eux-mêmes 

c'est , ea cfTet , 4 ^ooi se réduisent le« fonetloM proposée! lof»* 

<ja*m y fait «=4» 

Si , «a Ii«u de résoudre lee étn% ëqnatieii» pat npftut k m 
et à #f on les résout par rapport k.jt , il viendra 

16 7/»— 4 

d'où 

. — i6 _ 7i>— 4 ^ 
««—le #"—8 ' 

relation qui de?ra constamment exister entre les îodëlèraitnéef « , # 

quelque valeur qu'on leur assii^ne d'ailleurs. - 

Celle (*qi)ation de relation , pir l'appllcaliou des mc'lhodes connues, 
pourra donc servir à trouver une infinité de «y&tèoics de voleurs 
rationnelles de « et ^ , desquelles on pourra conclure les v.ilcurs 
correspondantes de z. Celles d'entre ces valeurs qui rendront »z 
«t ii< eniiecs résoudront la problème ; ear elles rendront é^lenent 
entiers les nombres iu«4-iâ et 0t-^3 , racines des nombres tiîeogo- 
laires auxquels se céduîrbnt les deux polynômes proposés , par Ift 
^bstituilon dt la vakmr de x. 

A* Soient, en second lien, lee deux fonctions 



« 
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£GALITÉ& icS, 
«jmt, fune <l l'antre , pour cMff«Maii l«w premier Uxmê, le 

double d'un quarrë ; et proposons-nous .encore de trouver une 
valeur de z qui les fasse devenir toutes deux des nombres trian- 
gulaires. Ici , nous pourrons supposer ^ue les racines de cea aorobrea 
•ont respectivement de la ioraie 

«t qui donnera les équations de conditioa 

lesquelles deviendront, «n ckaasant l«i dénominateurs , tranqpesant 
«t réduisant , . 

doà 

tmik «e réduit donc ici f comme tout4-nieare » k Uoiner une veleur 
de M ^ni tende à le fob dd quarrëe lei deu fonction 

Oa trouTe, par ewnnple, ^s'oa Mmplit «ebot eo posant «aS ; 
U- en rdanlle 

-= » , ^= I , 

ou bien 

•s— 38 , a6 { 

ce gm donne, povr lei racines dei mnnbei inenfoUirei denuadd» 



19 , ta » / 

oû tnA 

et coiu^uemmeot , pour ces nombres , eux-méme* 
19.30 — <a»>— 19 ^ i3.i4 _ ^14»— »3 

c'est , en c/Tct , ce qae UcvicqncDt res]peciivÊineat nos deux fMic^ 

lions, lorsqu'on y suppose z~3. 

Si , au lieu de résoudre nos deux équations par rapport à • 

el fi , on les résout par rapport à x , il viendra 

. , lA^— 



' 8^ * 

44|WrtMi fielftlîon qui lan emiMllrt iMit de-^itèn«i déTaI«n» 
ntionnellef •« « ]• , et caaië^aimcnt taol de Talew» de < qu'on 
TOttdra, 

3. S'il arriraît % la Ma ^«k , dap» Tme 4t l^lilre des deas 

fonctions proposées , le coefTicient du premier terme fût le dovble 
d'IIS quirrt^iet le devnMr teitne un tiomlirc triangulaire , or» 

pourrait indistinctement employer l'une ou l'autre des deux mé- 
tluiHes Hant nous venons de donner tics exemples , et l'on réduirait 
toujours la question à trouver un nombre qui, substitué à la place 
de la variable , dans deux fonctions proposées , les Ht dcTealr de$ 
quarrtfa. 

4> Si les doubles dea deux fonctions proposées ëtaieut , Yma et 
Tautre , d«{«<i(roposables i^a deul 'fleurs ne dilTératot que d'uM 
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l^GÀLITËS. 107 
«nité , il eil érideat que « qaelqM Tfleur emîèn qa*oD tUnlaiât 
à ù variable , /«^ fonelioDs de^eywîfpl toujours de« nom* 

liras trlangufoirei. ' 

5. Les deux fonctions, toujours dëcomposaWcs en deux facteurs, 
a» »e tWutanl pas d»n$ le cas dont H vient à'ètvft question , on 
peut qociqnefeU , d'une manière iart siniplo , obtenir une solution 
et même plusieurs soittlioos à» problèaM. &ot«nL , par exeiopia , 
les dcus fonctions 

3*«+i3«+4=(«+i0î3«+i> . 3z*+ai«+i«=(«+^3*+3)i 
w^éain les équations 

a( x+4)-(3z-hi)=±i ,. a( z+6)-C3z+3) = :£i , 

A cause des doubles signes des seconds membres , les équations 
de chaque colonne équivalent à quairo ; en les résolvant succca* 
aiv^ment , on tnMT* 

«b8 , x= 10 ; ' 
« - « • 

..«^7.» • 

les valeurs 8 et 7 communes aux làenx colonnes rffsplyenl ëvidem» 
ment le problème. En faisant, eu effet, x=8 , les deux fbn^ioiia 
deviennent 

< 

ot en faisant 9ss\, ^erieniient 



H» DOUBLES 

-f » M » 5 ï 

Biais la dernière valear , comme fracttonnaire , doit être rcjel^e. 

A cause du facteur 3 qui aflPcclc la seconde fooctioa elle peut 
•ncore être décomposée de cette autre manière 

afS-ai«-|*i8ss(«+i)(3<^i(9 # 
«e qui foucDic» le« nouvelle» tf^tiocM- 

l^—iS t. 
l=-.36j 



a(3t+i8)-(t-»-i)«±i 



d'oà 



naît aneuiM dë e«» Tafeun ne coloeidiinfr «vet edlM q«t cdpandaBt 
ï la première fonclîoii , il en linilie qae cet anlit mode de dd» 
«omposiiion ne donne tien & auenne «olutlon nonvelle. 

6. Gi dernier procédé peut être géndralijd aiswi quil aait Oi» 
f ent< dcive 

el ensuite 

=-(1+4) - '-v^ = ■ . =^U+6)-î^ = • i- 
d'où on. lin 

a«'-3 ' a^«^3 ' 

Il i*>(ira donc de Ireuver. pooc a et # êev valèut tellee qalK 
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Vk wèuittB pMiC^2tt i6^mêine Ttleur entière lelle que 32-{-i et 3z-f-3 
soient respeetWemciit divisibles par «et 71. On remplit, en particulier, 
CM co&dilîons » en posant «sa— i , A^^-^i $ il en lésolle c=ô el 

îîjbi- - 3*4-3 _ 

^ou$ les autres syftrmps de valeurs de a et .a qui peuvent résoudre 
le problème sout reaicrmé^ dcos l'é^ualiou indélerminée 



Si , au lifiu de résoudre les deux ëqnations par UppOTt ^ £f 
on les résout par rapport à • et iS , il Tiendra 

♦ 

«t» comme « et /i doivent être rationnels , il s'agira de trouver 
UM Taleitt de « ^i rende à la fob des qnairà les deux fonctions 

C'est ce qui arrive , par • exemple , en poeast mm6 9 ce. qui fait 
devenir ces deux foncdona 

49'» 55-, 

il en résulte 

^=-ir • . • 

7. Suppoions enfin que lee devniers termes des deox fopeliona 
ne soient p|t' des nombres figurés , qne leurs premiers termes n'aient 
pas pour coefficiena lee doubles de deux quarrés , et qo'en outre 



^figsdSqM m i^Sent pas dëcoippQfdijM ca fiMllMt lld — t b f 

qn! sont dans co cas. Si « par quelque moy^ que ce soit, on 
connaît déjà une aohitiatt éa problèDft , liftn M «wt plin iadle^ 
§» pojoR d« cetlB aolntiim » que dit b ninéBcr Mt pramler det 
cas piéeMm 

Dans te cas aelnel , par eawnpfo , «n refont le proUène m 
poaani xa i » pnisfv'alMt.tea daitt Iraetioiia MennaDt 

or, an poitiit jisp4-i ; et M|Miil»aat, alla* deTte^nant 

fonctions qui se rapportent au premier cas. On supposera donc ^ 
comme alors , quâ les racines des deux noabfaa triangidairea 
éhardié» «pat 

•H-9 » #*'+7 ; 
cela donnera les équations 

a 

lesquellei donneront, loties nMactlona fiiUae, 

ou, en remettant pour 9 sa valeur z—t, 
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•C, comme « tt ^ doiiraai rationnels ^oOToît que le problème 
est ramené ï troam «Ht Ttltnr de' « qidiÎMK devenir de» quarrée 
les deux fonctions 

* * " - . 

9» -iAinsï » en ténmi , leieqa'Sl tff. à que deos foaeAmt domite 
•eolemenly qne cei fonctione ne reafenneiit ^*iine «eule verUble » 
qu'elles sont rationnelles et entières « et qu'enfin elles n'excèdent 
pas le second degré, - noos. savims résoudre le problème , 1.** lors- 
que les derniers termes de nos deux fonctions sont des nombres 
triangulaires ; a.* lorsque les coeffîclens de leurs premiers termes 
sont les doubles de deux quarrës ; 3,* lorsque chacune de ces 
fonctions est dëcomposable en deux facteurs rationnels du premier 
degré ; 4*'* «nfin » lorsque nous connaisioiis déjà nne ioliiUoii du 
problème ; et l'on toU de plas que , daw tens las cas , ce problème 
ae ramène tonjonm à Imnver nne Talanr de la vatîalile qnî fende 
à la fois qaanées deux fonctiens fatiooneUea 'et enâèiai da sccmid 
degré de celle variable. 

9. II ne nous reste plus présentement qu'k généraliser nos mé-* 
ihodes et nos formules ; mais» eu lien de supposer qu'il s'agit de 
nombres triangolaîna, nona auppoaenma qu'il a'agit de nombres de 
la forme 

o& ^ et f sont deux nombrea dorniÀ , fimmile qoi cenfeme lea 
Bombcea polygonea et beaneevp d'antres ^ et dont» par analogie , 
t aera dit la vaâne. 

10. Soient I en prendec lien, leadenx fominlca 



km DOUBLES 

qo*U faille ùStê Tenir dat Bovlim ^ ^îette forme i ptr une de* 
twibÉtoi 4W |w A i .l M i»?-4|g^ Pùauns, pour leon cycinesy 

* 

Boot lurdnt les ^aattlcott de coA^tk» ' ' ^ 

: - . • ^ . ... 



lesquelles donneront , eo chassant les dcnomlnateiiTS , rdàuîsaat 
et divisant par x. 
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flfi eoxnttfl « «f /I dolveot élve.ntiDnncls , la «juestÎQn seri réduite 
a trouver uoQ valeur de s qni rende à la ùâ» querrée» le$ deux 

fonctions • • . • . . 



Si , au lieu de nL<iou(!rc Tes deux équations par rapport <^ * et 
/I , on les résout par rapport à ^ , il YÏeadra 

d'où 



équation îndtftermiiiëe qui renferme tout les systèmes de valtaii 
de « et fi qui peuvent résoudre le problème. 
XI. Soient 9 en «eeond lien, les deux fonctions 

qu'il fsiUo rendre de la fome 

par d^tcrmin^ilon ccavuiûMc de ^. En pcsact | pour les 
laciaes rcipeclivcî. 



ii4 DOUBLES 
nou anrau le» é^tîoM 6» cooditioQ. 

M, an -diaiittit U$ ddoomiMieiiii et léd^oK , 

^ ' 

puis done • , # doivent étr6 rationnel*, il «^ensuit que la 
qnea&Mi m trouve rtfdoUs à troaver une vilenr de ^ qui rende à 
|a foi» dsi qnnrët les- deux iFbnctioi» 

Si , «n ISen de résoudre les deui iqniHons par rapport & a et ^ , 
on ]es résout par rapport & { , il viendra 

d'où 
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ijqiialioii indéterminée qui ren&rme tous les systèmes de valeur» 
de « «t # qui peQTCltC léMWiflre ta psoblèiM. 
la. Soienti en Ire îs îè ne lies , 1m dm fMWtidni 

qoll faille vendre de la fenae 




par «ne déttfinîniiton eonvenable de |., en iiemarquaDt d'une part 
f ne caa deux foœtiona loal le même cboee qpt 

> ^ • 

et que d'une aulic pi*'\-çt est le produit des deux facteurs,/»/}^ 
et / , tels que le premier moins p fois le second est é^al k f ^ 
Qoas pourroi)S poser les deux conditions 

lesfaeUea iSTuonent ï 



si4 DOUBLES 
tm» ivoDi le» é^tÎAM eondicioa' 

ea, en chassant lot dënomîtMtéuri «t rédttÎMac , 
d'où oa tin 



pmi ^one 0 , fi doivent élrè nlîoDDels, il «'easuit qu» Ift 
quesdon m Ironv» rédoite à trouver une valeur de ^ qui rende 4 
U fini dos quirrés le»- doux fonctions 

81 1 iu Imu de nSsoudre le» deuE dqnalieiM p»r rapport I • et ^ , 
«B U$ résout per rapport à f , il vtendn 



#04 
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ëqaatlon indéterminée qui rcaferme tous les systèmes de T^leurt 
de • et /I qui peaTant Hioadre le pnAlèm*. 
la* Soient, w IroiasèoM liêct , kâ dm fiwctnn» 

^«11 lâîU« rendre de h Ibraie 

e * 

par ane de'termînation convenable de ^, en remarquant d'une paît 
^ eee deux i bn et i en r «rat le même dioie que 

k ^ 

« — - i 

et que d'une aufre pt*'{^t est le produit des deux facteurs, /y/^ 
et / , tels que le premier moins p fois le aecond est é^û à ^ , 
noos pourroqs poser ies deux conditione 

lesquelles xsTÎsnnent à 



DOUBLES 



et donnent 



M j comme it el $ doivent être rationnels , il s'onsuit que font M 
r<^<)ni> a trouver uae valeur de ^ui rende des ^uarrés les deux 

Si , au lien de résoudre les deux ëquations pat rapport à • et # » 
gn le» réaoat par rapport à x , on «urt 



.«t par «mie 



(fquation indctermioie qui renferme tous l«a i]rst&mea de TaleoiS 
de • et ^ qui peuvent résoudre le problème* 
^i* Soient enfin let deux fonctions 



EGÀLtTÉS. jjij 



qu'U faille rendre de la forme 



par une dHcrmînation convenable de r ; et supposoM que l'on 
connau«e uniquement une valeur nmpMmut cette ooodilU»!. 
« telle aorte qu'on ait • 

a * 

posani *=^^c , .ubuituant et ayant ë^ard à cet nletione. 
il viendra . 

opérant donc ronime nous l'avons fait dans le n lo, le qneatioD 
se trouvera réduite à trouver une valeur de ^ qei rende qnarrëe» 
Jea deux fondions 

Xom. X, . 



ii8 pouBï^ça 

remettant alors pour 9 sa Yaleur f , et pour 
leurs valeun respectnres 

la question ^ trqtiTÇi|^ v\l(^t|0QTtifiei|t ré^HÎte ^ toioi)V«r.ii9#V4l*B( 
de \ qui rende qnerrées les deux foiictioo% 

l4- Ainsi , en supposant toujours les fonctions rationnelles et 
entières à une seule variable , et n'exccdant pas le second dcgrë , 
nous savons trouver les valeurs de la variable qui rendent les 
deux ioactions de la forme 

I.* lofsqtt'elles ont , l'une et Tautre , lour dernier terme de celte 
forme ; a.* lorsque coeffiçient du .premier terme de .l'i^ne et 
de 'i'aulre est également le double d'un quarré mulliplid par p ; 

3.* lorsque les deux fonctions sont décomposabies $n deux facteurs 
rationnels du premier degré; 4-° enfin, lorsque l'on CODUait déjà 
-une valeur de la variable qui résout le probirnne. 

l5. Dans tous ces divers cas , le problème se trouve toujours 
ramené à trouver une valeur de la varinblc qui rende qu;irrc(S 
deux nouvelles fonctions de cette variable , lesquelles sont , comme 
les premières , des fonctions rationnelles et entières du second de. 
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^ Mulemcni; tt i lee qui est 4î{n« renilrqm ; c'est ^ué tes 
Boimlfol feackiotts «mt éoiwtamnettC Ic$ prâdods dès premièm 
fù É«x)ttiêlt ùh â tjMtë 9*. Atnil, bJt»lii|^fe , dan» Utu 
des noinbn* triangulaires, où l'on a p=çst, ces noav^llaa fonts 
lions surpassent d'uAe «nUé lea produits dea premîires par S, comme 
on le voit par ka cxemplca nufaiénqàèâ que taoua avona d*abonl 
donnés. 

i6. C'ftst là , au surplus , un fait qui pouvait être prcvu , et dont 
il est très-aisd de se rendre raison. Soit , en cflet, Z une fonction 
quelcou(^uu de ^ ; si elle &st de la forme dont il s'agît , on fourra poser 



i étant une nouvelU fonction de i; or» de U» on tir« 

d'où l'on voit qu'alors 8/7Z+y' est nécessairement un quarré. 

17. Et rc'ciproquement « si ^Z-^^ est un quarré ; si , par 
exemple , 00 a 

00 aq tirera 



lenni» es uoiuiv s= 

viendra ^ en substituant et réduisant. 



posant alora w^a^f^ , ee qui êsfc përinia et donne /= — , fl 



c'esl-à-dire , qu'alors Z se trouvera de la forme demand«e- 



,20 DOUBLÉS 

i8. Ces considérations, fort simples d'ailleurs, nous permettent 
d'étendre notre th(5orie à un nombre quelconque de fonclî<Mis quel- . 
conques , renfermant un nombre ^ueicoo^ue de variables. Soient , 
par exemple , ■ 




et supposons qu'on demande un système de valeurs de * » / , 
qui , substituées dans les fonction» de la premitee colonne , les 
fassent dereirïr étà nombre* de la forme' de ceux qni leur eocres* 
pondent dans la seconde { on toU que tout se rédain à trooTer 
un système de valeors de s, y, ^ lubstilntioa fasse 

Revenir des qoarrés tontes les fonctions 

8/» i (*, y,xt )-+^ • » 

^.'"C*»/» «f )+f'* • 

• 

probUme que malheurensement on aaît ne résoudre que dan«. det'cas 

très-limités. On voit , au surplus , que , si les premières fonctions 
•ont rationnelles et entières , lés dernières le seront également-, e| 

du niômc degré qu'elles. 

>^i9. Soient, j^ar exemple > les trois (onctions 
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* 



et «opposons qu'on demande un système de yalears de. et y 
qui rende la première un nombre triangulaire la BOCOndo — nonbco 
quarrë , et la troisième un nombre pentagone ; comme ceS ttoU 
«orte» de nombres sont respecUYement des trois formes 



'J±f , 



et* 



auxquelles rëpondMkt 



^ SI , ^ SI ; 



tout se rdduira a trouver un ajrst&mf do valeur de S 9Î f qui 
rende quarrées Us trois fonction* 



et 9 coniine on y parvient en posant xssâ , y=3 , qui les font 
respecUveoient devenir 19* » a4* t 35* « il s'en«uit que ces valeur» 



»M APPROXIMATION 
de j; et y r<îsolvent la question proposée. Leur substitution dans nos 
trois fonctions donne, en éflct , 45= 36=6* , 5ig . ^O/' I j ^ 
noinbrns de la forme demand»Sc. 

20. Ceci peut donner des quverlures pour traiter d'autres quesliODK 
êa. même genre « mais ^'un ordre plut élevé (*)• 



ANALISE ALGEBRIQUE. 

Dissertation sur un cas singulier que présente Vapproxi* 
maliwi doê racines des ét^ualions numéri<iues » 

Par M. Gehgokmb. * 



XjORSQUB , par un moyen 'quelconque » on e»t parvenu \ la i^Ieur 
approchée de l'une des racines re'elles d'une équation numérique p 

il ôst d'usage de diviser Son premier membre par !c facteur binôme 
qui répond & celte racine. JEln négligeant le reste , qui est d'autant 

En nous adressant le présent mcinoire , M. Cotte nous prie de relever 
une inexactitude qu'il a commise h la page 2G2 du VllI.* volume de ce recueil» 
laquelle coiuitle à avoir attribué à Pascal la découverte de la propriété de 
lIwiaBDi» dreoMcril 1 une section . coeiqne 1 qui «it . réeUemcnt du» k M* 
Brianchon. Paical h'a découvert qne la propriété <le riic\a°;..ne inscrit. A la 
v^riré , il tn aujourd'hui irès-aisc de passer de cliacun de ces deux théorèmes 
à l'autre mais , au tempa de Pascal , oii la théorie des pôles n'ctait pas cen- 
«M , ce afétaU point une cime ausd bcile qu'elle peut le paraître pr^scninnent» 
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p\as ^ne la raciqe doai i| c»t ylus «pprocli^ , le jjvotiebtt 
^galé ^ séro | ê$t Téqu^tion ^ai diiH (aire çonnatire les aàlfrot faeines 
de la propoaée* 
$oit|^ par exemple, V^uation du troisième de^ë. 

jdont' on tiwtye , pour l'une de» rarinea , la ' valent approf Ix^ 
:r= 1,753 ; en divisant, son prenid^'aitidb^e',' «liai- poiw plue dè 
cominodité , sou» cette forme 

ae^'^ I o,ooojr * 4*3 1 jOoo ooo^r— 29,000000000 , 

par le binôme x — i.^SS, négligeant le petit reste o,oooio5233, 
et égalant le quorient à zéro , ou aura , pour diUcrminer approxî- 
mativewent les deux eutres racipes , Téquation du second degré 

" I ' , . • ' ' P 

laquelle» ëlant r&fdae , donoen en 9i|tr« ' * . , 

Soit, plus généralement, pour le troisième degré, l'équation 

de laquelle on aU dcdtùi ,pour une des valeurs approchée»; 

de 4r , en, .divisant foa premier membre par Jf-^a ». \^ 
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or , dire que a c&t une raicur approchée de , c'est 3lre y en 
d'ftutres termes, que tf, subslUaèe ^âns le premier membre, le 
réduit presque à Mxti , OU CBCore qtte le tétultat de sa subsUtution 
dans le premier membre est un nombre fort approebant* de aéro ; 
puis done que ee lésultat est précisément le reste de notre division , 
il en iaut conelure que ce reste est presque nul , que consëquem- 
ment le quotient est presque exact , et qu'ainsi , ëgalé à zéro, Il 
fera sensihicmcnt connaître les autres racines de l'équation. On a, 
de cette manière , l'equalion du sacond > degré > j • ' < 

laquelle donne f pour le» valeurs approchées des deux autres netnet » 

Ce que nous venons de dire du troisième degrë s'ëlend , comme 
1 on sait , à tous les autres ; avec cette seule diirérence qu'on n'y 
trouve plus les mêmes facilités pour résoudre l'équation privée de 
la racine déjà obtenue. Mats , dans tous les cas » ce proeédé n 
l'avanta^ de rédutrê d'une unité le degré de l'équation à résoudre s 
et , si l'on considère, combien s'accroît la difficnlté de la résolution 
d'une équaticND % mesure que son degré s'élève , on sentira qno cet 
avantage n'est point du tout ^ dédaigner. Aussi , le procède' que 
nous venons d'indiquer' est-il presque universellement indiqué par 
tous ceux qui ont <*rnl sur cette matière. Cf^pcndant , dans un 
article récent du pn'srnt volume , un de nos rollaboi atours a cru 
pouvoir élever des doutes sur la légitiniité de cette opcratinn dans 
certains cas ; et , comme les motifs qu'il allcgue , 4 l'appui de son 
opinion , ont quelque chose de spécieux , nous avons pensé qu'il 
se senit point bon de propos de prendre la plane pour dissiper 

••a 
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DES RACINES. i25 
ses scrupules cl détourner peut-être ^uel^ueft*Qns de nos lecteur* 
de la tenlation de les partager. 
Soit l'ë^iution du troisième degré 

«'->3jr4-^oooooi=ro , 

dont une des racines est sensiblement égale li l'unitë , puisque la 
substitution de cette valeur dans le premier membre t à la place de 
s , réduit ce premier membre , [sinon à sëro , du moins an très-petit 
nombre 0,000001. Divisons donc , tuiTsnt le procédé admis, le 
premier membre de notre équation par le binôme jv— i , en né- 
glîgeent le reste et 4sel*nt le qaodeot àaéro , nous aurons, poor 
déterminer approximativement les deux autre* racine* , l'équalioa 

de sorte qae ces deux racines sembleraient être •4-1 et"»2} tandis 
qu'il est patent , par l'inspection de Téquation proposée , qu'elle 
ne saurait avoir qu'une racine. ré^e seulement, 

. La même chose arriverait encore , si l'on partait de la racine 

approrhée —2 ; en divisant , en efTet , par x-\-2 , négligeant le 
rcsic et cgainnt le quotieni à zéro , on tomberait , pour la déler~ 
miuatioa des deux autres racines , sur l'équation 

jr»-.a«+ias(«— i)»=:o , 

qui les ferait paraître réelles et égales. 

On sent qu'à l'inverse , il ne serait pas di/Ticiio de former une 
équation du troisième degré qui , ayant ses trois racines réelles , 
donnerait néanmoins , en divisant son premier membre par le fae* 
teor biDome qui répond & la valeur approcbée de l'une d'entre elle*, 
Tom, X, if^ 
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126 APPROXIMATIQH 
fi négligeant l» n»te , un ^uolient du ttuond âcffi qui , ^gaU I 
xéro , ferait paraîtra imaginaires les . dm% aotrat racines 4e «etOi 
équation tl il n'est pas besoin, de dira qu'il en .sffsiit de ntpie « 
à plus forte raison , dans les d^iés plus élevés. Que doit>on donc 
penser d'sprés cela , ajottte>t-on , d'un proc<idc qui tend à confondra 
•t k faire prendre les nns pour les autres des êtres aussi essentiel^ 
Icmcnl hrtérogèncs que le sont I<*5 qiianlit<*s loelles et les qiianiilos 
imaginaires , cl à fjîre paraitte possible un problème qui ne l'est 
pas et t>ice cersà ? Tout cela est fort spécieux , nous i'avoucronj 
si l'on veut ; uials nouà espérons que l'on demeurera loui-à-l'lieure 
bien convaincu qu'il n'y a U qu'une pure illusion, 

Qa'est-ee , en effet , que résoudra rigoureusement nne équation » 
ou, plus généralement» un norobra quelconque d'équations, entre 
tant d'inconnues qu'on le TOndra ? Tout le monde tombera d'accord 
que c'est trouver , pour les inconnues que ces équations renferment» 
vn ou plttsieun systèmes de valeun qui , mises' pour ces Inconnues 
dans ces mêmes équations » rendent les deux membres de chacune 
d'elles rigoureusement égaux , et réduisent consdquemmeni leurs 
premiers membres à zéro , si , comrtie nous le supposons , les seconds 
le sont déjà. Que ces vDlciirs soient réelles ou imaginaires , égales 
ou inégales , c'est ce qui importe fort peu , à considérer les choses 
sous un point de vue purement analiliqne et abstrait. 11 arrivera > 
teulemant que le. pri^lème qui aura conduit I ces équations sera 
tanlât posnble ot lenlôt imposable , ajïra. tantdt un plus grand et 
tantdt un moindra nombre de solutions» 

Qu'est-ce ensuite que résoudre ces mêmes, équations par appro- 
smation ? On cooriendra encore que c'est trouTcr des systèmes de 
valeurs des inconnues qui , sans réduire leun pramters membres à 
eéro , les rendent du moins très-petits ; et plus ils les randront 
petits et plus nussi ces valtMirs seront approchées ; elles pourront 
d'ailleurs, comme dans le premier cas, être ladisttnclemeut réelles 
ou imaginaires , égales ou inégilos. 

Mais il y a j entre ce cas et le précédent , cette dîEcrcucc cssçu» 
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* * D E s R A C I N E s, lay 
tieUft ^ne^ tandis que, dans la premier, ie nombre et la nature 
des systèmes de valeurs des inconnues se trouvent tout h-faii liinité» 
et déterminés , ici , au contraire , un systèine de valeur peut fort 
bien ôtrc remplacé par un autre , qu'on pourra regarder comme 
lui étant équivalent, en ce sens qu'il aura comme lui la propriété 
de faire devenir les premiers membres trcs-petiis , par sa substi- 
tution à U place d«f- inooiinnea i or, il pourra fort bien m faire 
qu^l^He încoBDiie qui ëlait rédie dana la ptamier ayatéme, aok 
«o contraire imaguiaîra dana le accond, et ptce pwsà , aaina que 
pour cel« l'un ou l'autre de cea deux lyatèmee caïae d*éln adiaîa- 
ailila» 

Ainn , pour ne pas aortîr do aeoond âegti , /il n*est qneatîoia 
fealamant que de riéaoudre , d*nne Éittûère ■pprauinaliTe, TéquattoB 



-oo le poune égataBeat aoit en donnant & s ces deux Talcor» 
réelles et in^^alae 

Mf/)oi ; ««0,999 t 
aoîl g en admettant cea deux valeurs imaginaire» 

t 

eav , «s les une» et les autres ne rédnîaent pti le premier membrè 
à sAro» elles le tendent du moins très> petit» 

Il faut done nécessairement conclure de' tout ceci qu'on pro^ 
cédé approsimatif ne aaurait être réputé- vicieux par cela aeul 
qu'il présentera , aous forme réelle , des valeurs qui , rigou' 
tenaement perlant , sont imag^nuies » ou» soi» forme imsgmaireV 
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des râleurs proprement réelles ^ rcsseiiliel, dans tout ceci, est que 
soit les anes «dît là» autres vakun peadèiit teoiiblemèBt <S§pa« -à 
•Mèto ' lté premier» membres ^es ëqaaiiont qu'elles teiont àu^ 
ûaéM à résoudre d*one. manière approximative. 

.Ifats, dirâ-t-on , s'il s'agit de faire l'application de ees'rééàltM» 
à' dès problèQies de g^ômétrie^ les mutations dont il vient d'ém 
^queation ne dêviendront-elles pastout-^fidt întoltoUes? ^eM^ott 
•dmcttre qii'udi problème , lors même qu'il est question seulement 
de le résoudre par approximation , soit possible ou impossible , & 
volonté, et soit suscepliblo nussi à volonté, tantôt d'un plus gtajid 
et tantôt d'un moindre nombre de solutions? Que si , au contraire , 
ces considérations ne sont recevables que sous un point de vue pu- 
rement théorique et abstrait , de quelle utilité peuvent-elles être ^ 
puiïqu'en dernière analise la théorie n'a raisonnablement de prix 
^ue comme servant de guide de la pratique? 

Nous repondrons à ces objections en faisant voir qu'au eontraite 
non. n'est plus propre que les considérations gèpniétriqaes à con* 
firmer et è méttredans fôut'sdn jour la doctrine, que nous venons 
d'établir; et cela est même si vrai, que ce sont précisément diM 
considérations géométriques, qui nous ont mentalement dirigés dan* 
tout ce qui précède. 

Pour prendra un exemple fort simple, coondéroas le problème 
o& il s'agit de mener , par un point donné , une tangente à un 
cercle ; chacun sait que ce problème présente trois cas ; qu'il a 
deux solutions lorsque le point donné est extérieur au cercle ; 
que CCS deux solutions se réduisent à une seule , loiscjuc ce. point 
est sur la circonférence ; et qu'enfin il devient impossible lorsque 
ce même point lui est Intérieur. 

• Voilà pour ce qui concerne une ihdorie rigoureuse et abstraite { 
mais supposons que, sur le terrain, un praticien ail à mener, par 

'un point dojiaë, une tangente à un cercle; et supposons de plus 
que le point donqé soit si Toitifido Iftcirçonf^ce qu'U spit permis 
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DES RACINES. 139 
de douter s'il est en dedau» oa ta d«lukrs , 00 sll est prëcisëmeot 
Mir «lie. Kotn praticien béûlera-t>U de joindre le point donné au 
centre du cercle par une droite » de mener par le même poînt^ 
une perpemlÎGulalre à cette droite , ei de nSputer tangente celte 
perpendicubire qui pourtant set-a peot«étre une sécante on une 
droits étrangère au cercle ? et aerait-on reccvable ^ lui objecter 
que peut-être sa prétendue tangrnic n'exUtc pas , ou qu'au lieu 
d'une tangente il en existe deux par le point donne ? A la vérité , 
il pourrait en ctre ainsi pour qui y regarderait de plus près ; mais 
cela se réduit à dire que des racines qui , pour un certain degië 
d'approximation, peuvent « sans inconvénient , être réputées égaies, 
pcuTenl, pour un degré d'approximation plus parfait , devenir ipé»' 
galei ou iniaginatres } et c'est justemeM ce que notu nont sommet 
propoeés d'établir. 

Il en ira ft pen pris de même , lorsqu'il sera question de mener* 
^ un cercle une tangente parallèle & une droite donnée j et i moins 
d'une précision i laquelle la pratique ne saurait jamais se promettre 
d'atteindre , il arrivera le plus souvent qu'au lieu d'un seul point 
commun avec le cercle , on en aura deux réels au deux imaginaires* 
mais , pour cela , le problème n'en sera pas moins réputé résolu. 

On voit par là que , dans l'approximation pratique des racines 
des équations numériques , on peut, fort bien se dispenser du re» 
cours à réqoatîon aux qntrrés de» différences de ces racines. Toutes 
les fois f en effet , que , par des culMtittttiona aueceasirea , on «ara 
parvenu à une yalenr de s- qui , mise à la'place de cette inconnue * 
dans le premier membre de le proposée , rendra ce premier membro 
très-petit } quand bien même le résultat obtenu ne se trouverai 
anviranné que d'autres résultais de mêmes signes que lui, on n'en 
sera pas moins autorisé , et cela sans craindre d"fcrrcur sensible , k 
admettre dans l'équation deux racines égales au nombre substitué ^ 
quoiqu'en rigueur ces deux racines puissent fort bien être inégales 
ou môme imaginaires. Cela revient , en effet , à supposer qu'une 
sourbc parabolicjue qui a l'un de ses sommets très-volsio de l'axa 
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ide« jr,^ cette droite poor taogffite à ce «ommet , ce qui esf i»^ 
«jOalfttableawt pcrmi», Iwsqu.^ B'<pst question qoa ^ prtoéïi» 
|fm«^eD« approitinirtift. ) . ' > 

TJtte 'eoiMfqaeace forcée tout ceci c^eit les îina^iiaii9t!ne< 
tout pe»dcs êtres avsri essentiellement diflEire»» dei ymUttéetABliee, 
^*çn,ë9lt f/kiitûemmt dans l'usage de le sapposer; que lea;n|iè< 
et les autres sont comparables à certains t'gard* ; et qu'on peut » 
sans pécher contre la rigueur du langage mallu'iuatiqiio , dire, d'une 
quantitt' imaginaire , (ju'elli; di/li'ro plus ou moins d une quantité 
réelle f tout comme ou le dirait de deux quantités rcciics que l'on 
comparerait l'une à l'autre ; c'est sans doute ce qu'avait déjà voulu 
iefeiaoer lfL le professeur de JAnc^^ à' la page 3; 3 dû 
«oludie de ee recueil et c'éal ce que- oonfiffinè èqsoce le DoaYelle 
théorie de» imagînairea exposée par MM. Frao^b et Argand^^MS, 
pa^ Gf r >33 » 323 et 364 dù IV»* volume dea i#a0tf/«x ; et si 
dier ce qui précède, nous avons préféré le» considérations les pkiC 
communes aux secours qu'aur ui pa nou!s fournir une théorie encore 
contestée ; il n'eu est pas moins vi li <[ue les conclusidns auxquelles 
nous sommes parvenus , poun aicn! , ;t li'ur i')ur , vtjuir à l'appui de 
cette théorie y et lui douaer une nouvelle sauctiun. 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Problème dAnalise. ' 

O» Mit qae» pour qu*une équation du second degri jr'4^;K4-tf a» 
tit ws racines ntionncllcs , il FauI et il «uAU que ses coefficiens 
a, h, c satisfissent ^ la condiiion iipiqae ^•«^«vs/* ^ 1 ëtaol U9 

nombre rutioiincl quelconque. 

Mdis, il floit e\h\or <îcs conditions analogues pour ]a ratîonnalit^ 
des racines àdui Irs d[>gics supérieurs; conditions de ia rccilifiriitbA 
desquelles aucun gtioineire no paraît s'être encore occupé. 

En ronsofjiience , on propoic d'assigner la condition ou les c«n- 
diliotis de rationnalité des racines de i'équalion du troiftème degré 

■ • 

jPnbîèmes desiiualtonn 

X. Penl'On disposer ckcttUtremeat p> nombces eonsécalifs de U 
suite naturelle , à eoinineneer par un quelconque , de telle manière 
que, dans l'arrangement circnlaire résultant , la différence de deux 
ternes consécotiCs ne soit jamais plus grande on bien' ne soit 
jamais moindre qu'un nombre donné »? et » si cela est pessible» 
de combien de manières diflcrentes peut-on l'exécuter ? 

II. Etant donnés m groupes de icitrcs diiTérentcs entre ellef 
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d'une môme couleur dans chaque groupe et de couleur dlfforcnte 
et les mêmes d'un groupe à l'autre ; et les lettres étant dans chaque 
groupe au nombre de n ; est-Il possible de disposer toutes CM 
lettres circolkûremeiitds taUd forte qu'caaucan point de l'anrvijgtfi^llll, 
on ne 'rencostre contffentiTement ni deiix lettres de mélno lïfli 
ai deox lettres de même couleur ? et , si cela est posaibfo^Nhr. 
conUMoa de menières différentes pentH» Feiécater? 

T, 

Problèmes de Géométrie, ^ 

■ é 

L Un point étant donné dans un en^e droit trîMre«. et égale- 
jttMit distant de ses trois faces { on propoéè dé conduire par ce 
point un plan tellement dirigé que sa partie interceptée dans ran<;Ic 
trièdre dont il s'agit, soit un^triangle semblable à un triangle 
donné X 

H. Construire graphiquement, pour l'un quelconque des points 
dune courbe plane donnée, soumise ou non à la loi de continuité^, 
le centre de courbure de celte courbe ? " * 
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STATIQUE. 

Essai sur quelques cas parliculierâ daltracdoni 
Par M. Gbrgonke. 

Oh troure à Ja fin du second volume de la tradaction du livre 
dos PmCItXS , par Hadaine da Chatelet , une tuite de Keberchèa 
relttiyes à PattiacUop exercée , dent diténes bypothètet , par de» 
corps sjméuiqttea » aur un point aymétri^emem aituë par rapport 
u corps attirant 

Tout récemment , dans un mémoire présenté \ Tacaddinie da 
7urin , M. le professeur Plana a traité , dans le même genre« dé)» 
questions plus générales et plus diificiles , et do(lt la SoluliOD eiiga 
toutes les r&ssourccs de la haute analisc. 

Mais personne ne paraît s'être encore occupé jusqu'ici d'un autre 
genre de questions qui ont quelque analogie avec celles-là , et qui 
ne semblent pas moins dignes d'intérêt : ce sont celles où il s'agit 
de déterminer llntenaîlié et la direction de l'aclioii totale weroée 
par un angle polyèdre aoKdei homogène et indéfini, aur un point 
altné \ son aommet. Ce problème, comprend dvidemneni , cemmj» 
caa par^cnlîer« celui où Ton demanderait d'assigner lintensild et 
la direction de l'action totale exercée par un angle dièdre » aoBde ^ 
liomogène et indéfini , sur l'un quelconque des points de son arête. 
Il comprend donc «également celui où il s'agirait de l'attraction 
exercée par un corps homogène terminé d'une part par une sur- 
face plane indéfinie , et lui-même d'une étendue indéfinie au-delà 
Jom, Xf a.** y , i." novembre 1819. 18 
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de cette surface | sar l'un ^ucicuni^uc des points de celte même 
surTace. 

Ces d'vers cas d'attraction ont cela de particulier et de très- 
««mai^aable qu'ils perai«ttait .d'assigner U.4ir«etîoa et mime rUi' 
tensiié relative de raction totale exercée par le corps attirant sur 
le peint aUi^^ ipd^en^^IQqJlt,de^^.^, d'^^ e*esl-à-dire , 

sans qu'on ait pféaiablement -besoin de statuer sur la fonction de 
la' distance qui mesure cette /orce , ni ,niénie <de songer , en au- 
cune sorte , à la nature de cette fonction* Que Ton conçoive , en 
cfTet , l'angle polyèdre attirant partage en une infinité d'autres in- 
finitm-nl petits, de même sommet que lui et ëquivalcns en capariié ; 
cVst-à-Jirc , de nature h interecpler des portions cijuivalciilcs d'une 
sphère d'un rayon quelconque , ayant son centre à leur sommet 
oomntun. Ces angles polyèdres partiels exerceront 'slîr lé' ^ttt 
attiré,^ et chacun d*eux suivant sa diiection, itne infinité d'actloiiâ 
Infiniment petites , d'une même intensitii ; la* direction 'de la résul- 
tante ne dépendra donc uniquement que des directions des compo- 
santes, c'est-&-dire , de. la fi^re de l'angle polyftdre total; et son 
intensité sera simplement proportionuclle à celle de' cbacunr dc ce» ' 
composantes. 

On peut remarquer , au surpîus , que ce cas est exactement le 
même que celui où tous les points de diverses portions d'une m(^ma 
surlace splioriquc exerceraient des actions égales sur son centre. 
Il est clair , eu ofTct , que l'atrlion totale de chacune de ces [x r- 
tions de surlacc spherique ne dépendrait nullement , quinit à sa 
direction «de l'action commune exerece par cbaeun de ses pu tut s ; 
et que le rapport d'intcn>itë des actions totales de deux, de ces 
portions n*en dépendrait pas davantage.' 

£t par là on voit aussi que , dans le cas où l'iotensité de la 
force attractive dépendrait de - |a ma^se. des moiccfiies sitirante^* 
il n'y aurait encore rien de changé si le corp> aMÎranc^ aq lieu d*étre 
hnuiogène, était d'une densité variable « pourvu seulement que sa 
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densîtë fftt constante , pour chalcune 'dSë côvrlies splicriquc^ concen- 
triques , ayant le point «ulré i>àUr"llinlrè biofnftiun.' 

Toiit '<e passerait donc eneore àe la même manière , s» l'artion 
ftxèrcde par l'angle polyèdre , £ojide et inûdelùiS était de ces actions 
dont rëtttde de U nature nous oiFre sans cessé des exemples , cl 
doat le caractère propre est de cesser d'être sensibles k une distance 
sensiUe du contact. Le seul changement qui surviendrait alors est 
que la condition d'une ëtendue indéfinie cesserait d'être de rigueur 
pour l'angle polyèdre qui pourrait , dans ce cas , être limité , du 
côté opposë à son sommet par une surface quelconque ; pourvu 
seulement que les arêtes, concourant à ce sommet fussent toutes 
d'une longueur sensible. 

On voit donc que , dans cette dernière hypothèse , si l'on conçoit 
un polyèdre fini et homogène , de figure quelconque ; i.** l'ariion 
de ce polyèdre sur un point siiuë dans l'intcrieur de l'une qucl- 
con^ê de ses faces sera la même que n cette fiwe se prolongeait 
iodëfiniment^ et que le S4dide f&t ^«ne épaisseur indéfinie : cette 
action sera donc la même pour toutes les face» , du moins tant 
que le point attiré demenrera k une distance sensilile des arête» 
do. polyèdre- 

a.* L'acdon de ce. polyèdre ,sar un 'poiot de Tune quelconque 
de SCS arêtes sera la mên^e q^i^ si les faces de l'angle dièdre» 
aïKjuel cette arête se trouve appartenir , étaient indifiniment pro- 
longées ; pourvu toutefois que le point attiré demeure à une dis- 
tance sensible des sommets du polyèdre ; mais ici riiilenMtu do la 
force attractive variera y suivant le plus ou le moins d'ouverture 
de l'angle dièdre ; de sorte qu'elle ne sera généralement la même 
que pour des arêtes appartenant & des angles dièdres égaux. 

3." Enfin , l'action exercée pM ce polyèdre sur l'un quelconque 
de ses -soàimets' sera la même que si tonies lès faces concimrant à 
ce sommet , et oonséquemment toutes les arêtes qni s'j terminent p 
a'itnndaieni indéfiniment dn c6t4 opposé g mais encpre ici l'actlois ' 



i36 CAS DIVERS 

pourra di/TiIrer «le lommet à antre, suivant la .figure el le plostfv 
le moins d^ouverlare de chaqyo enfle polyèdre. 

Nous avons donc îcî ht nous occuper prinrijj'ilfmcnt , i.* de 
raltradion exercée par un corps homoL-ène , iiidofiiii d'une part et 
tciaiînc de l'autre par une surface plane indiTiuie , sur un poinl 
de cctle Mirf.ice ; 2.* de l'atlractîon exercée par un angle dièdre 
tuliJc , homttgcne et indiiliui , sur un point de &on arc te ; 3.° cniin , 
de ratlraciion exercée par on aDt;lc polyèdre «olidc , bomugèjie et 
indéfini, «ur «on aoniroet ; ou , ce qui revient en même, noua 
aven* i nous occuper de la recherche de Tînlensité et de ia dt* 
rectîon de raltraction exercée par on hémisphère i un fuseau oa 
un poKgone s|ihori(|uc sur le centre de la sphère. 

Mois f afin de rendre notre travail ' plus complet , nous nous 
orrupcrons d'aburd, l." de l'attracdun exercée pur un plan homo- 
gène , Indéfini d'une pni t , cl tt-rtniné de l'autre par une droite 
indéfinie , sur l'un des puiiits de cette droite ; 2.* de l'attraction 
exercée par un angle plan , honiogi ne et iiidcfîni, sur son sommet; 
ou ce qui revient au même , nous chercherons l'intensité el la di- 
rection de Tattraetion exercée par une dcmÎHitreonféreooe ou par 
«1 are quelconque de $fmà cercle , sur le centre de la ephère. 

LEMMB L DHênniner fintmsiié H ta Onction tûetion 
«Xtreé* sur ie centre d^une sphère , pur tt trapèze sphérique isocèle 
compris entre deux méridimê ^i$eleoufiies et deux parallèles qud' 
eontfues à téquateur ? 

Solution. Soit pris le rayon de la sphère pour unité de longueur. 
Soit a l'arc de l'équateur compris entre les deux m<^ridiens qui 
terminent le trapèze , et dont nous adoptons les plus à gauche pour pre- 
mier méridien «'soient 4' les distances polaires des deux paralliles. 
Soit R l'intensité inconnue de l'attraetioii exercée par l'aire da 
trapixe sur le centre die la sphère / cette force sera évidemment 
dirigée dans le plan 4'on méridien également distant de ceox qui 
terminent le trapèze j «'est^k^dire» que sa longitude tera t« ;il nt 
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s'agira donc plus , pour en connaître la direction , ^ae d'eo astigncr 
la distance polaire, que nous désignerons par I. 

Cela posé « ooneerooi celle force Jl d^eompoide , dans le plan 
de MA mërîdieD » en deux autre» { Tune J* dirigée ven le pôle , 
et Taiitre Q dirigée dans le plan de rc^uateur ; d'après le« premièm 
notion» de statique, nous aurons * 

La force O , se dirigeant au milieu de l'arc de réquatcur intercepté 
entre les deux méridiens qui terminent le trapèse pourra ultérieu- 
rement être décomposée , dans l'équatcur , en deux forces égales , 
passant par les «.toénllét do cet arc; et, ea appelMl S l'uM do 
ces forces, on aura 

BliadaMit ^ «nirt eas 'Iroif dquatîiMu, on on tira 

n . —, 2SCos.~a 

5= /p»-f45»Co».i« . Tang.#= j • 

de sorte que tout se réduit à trouver P et S. 

Pour y parvenir, considérons, sur notre trapèze sphérique , un 
élément m , dont la longitude soit a , et la distance polaire y. 
Supposons que cet élément soit lai-mêmo un tiaptoe sphérique 
isocèle , compris entre deux méridiens inlercieptant entre eux un 
are d» de l'éqoateur» et entre deux parallèles interceptant entra 
eux un arc djr du premier méridien ; la surface de la cône iofi- 
aiment éirolte dont l'élément m fait partie , ajrant pour expression 
a«djr5în.jr ; il s'ensuit que la surlace même de cet élément sera 
im 

— .a«dvStn.r{ c*est-k-dîre/d«dy5in^; et l'attraction exerada par . 

ce même élément âur le centre de la sphère , sotTant la direction 
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du rayon qui lui répond , sera kâxdySm.y ; i étant une eOQSfanle 
qui dépendra de l'intensité de la force attractive. 

Décomposons cette attraction, que nous pouvons représenter par 
d*jR , en deux autres, l'une d'P dirigt'e vers le pôle , et l'autre 
d'Ç dirif:;f'o vers le point de l'équaleur dont la longitude est x ; 
par le principe de ia compositian des forces , nous trouverons , 
pour les deux 0iifni;oMntes » 

Décomposons cette dernière » dans le plan de l'dquatcur , en deux 
autres passant par les points de ce cercle dont les longitudes sont 
<l 'et«; ea désijpunt cette detûère par- à*$f non» adran» 



latjgrant nne première fois p par rapport ih- dr » entre msso et 
notu aturona 

dPasA«djrSia.^os.jr , dJsild/Sia.^Tang . 

Intégrant une seconde fo'is, par rapport à y , entre fsib^ ety=^y 
E. tiendra . . 

PB=:*flSîn.(H^OSin.C^— ^) > 

Substituant enfin ces valeur» dan» celles de R et Taog.r, trottTéea> 
cî-dessus ^ nous auroiia 

fti .^ ^^h» .(*-iO-S;n.rg-iOCos.(t+») 
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Et telles sont les deux Torinulcs fondamentales desquelles nous allons 
déduire tueceniveaieDt «mi» Usé m parfienliers* 

PROBLÈME l Diurmintr tmUnsiti a h MrêetUm ii U 
force auractt^n 99*teA par^^un ût» dè'pktit' ttrde' wr U «mtti 
de la sphère ? 

Solution» Soit supposé l'arc de polit cercle dont il s'agît paral- 
lèle à l'cquateur , et soit a l'arc de cet cquateur compris entre les 
méridiens qui le terminent. Soit , en outre , b la distance polaire 
de cet arc. On obtiendra la solution du problème en faisant , dans 
les formules (1,11), b'^-b-^àb f et observant que Sln.d^=d^, et 
qtM Gifcd^sBi. n viendra ain^ ' 

i2;BAd^^iii3.|/«*CQfci4.f^.^«fia,^ » 

Il est d'ailleurs ërldent que cette force sera dirigc^e dans le plnn 
du méridien qui divise en deux parties égales l'arc dont il s'agit. 

Corollaire, Telles seront donc aussi l'intensitë et la dircciion de 
l'acliou exercée par une portion de surface conique droite homo- 
gène, soit indcUnie, soit à base circulaire, comprise entre deux arêtes 
ou géncratriees rectilignes , sur un point placé & son sommet , en 
•appmant qae>^nglc gënéraftear èst qi^e lea > pians condulM 

par Taxe et par les détu génératrices exlrftmea JformKM entre «ildS 
vn angle dièdre égal k 

•Manarfu0, de l'expresaion de Tang^ on conalnt 

a : Coiàui : i Tang.^ ; XangJ } 

mais , si l'.qv^. suppose le rayon de la sphère infini , les' arcs' 'de 
grands eereles se confondront avee leuia tang^Ues; de aorte que 
fou aura alote 
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a : Gîrd.fl : : 3 : # ; 

maïs, d'an autre côté, les actions exercises par les difTërens points 
de l'arc seront ëgalcs et parallèles ; d'où il suit que le point où 
la force R rencontrera la surface sphériqiie devenue plane , sera le 
centre de gravité de l'arc dont il s'agit ; on a donc cette proportion : 
Un arc est à sa corde comme son rayon est à la distance de 
son centre de figure à son centre de §rafité ; ce qui est conforme 
aux théories connues. i 

PROBLÈME 11. Déterminer Pintensité et la direction de la 
force attractive exercée par la circonférence d'un petit cercle sur 
le centre de la sphère ? 

Solution. En désignant par b la distance polaire de ce petit cercle , 
il sulTlra , pour résoudre le problème , de supposer a=2w , dans 
les formules du problème précédent , ce qui doooera 

A=2«i(d3.SIn.3Cos.3=:»^d3.Sin.23 » Tang.(=:o . 

Ainsi , cette attraction , dirigée vers le pôle , est proportionnelle ai» 
sinus du double de la distance polaire, ou , si l'on veut, au sinus 
du diamètre spbérique du petit cercle dont il s'agit; elle est donc, 
toutes choses égales d'ailleurs , la plus grande pessihle pour le 
parallèle moyen. 

Corollaire. Telle est donc aussi l'attraction exercée par une surface 
conique de révolution , soit indéfinie soit à base circulaire , sur un 
point placé à son sommet -, elle est donc la plus grande possible 
pour une surface conique dont l'angle générateur est demi-droit. 

PROBLÈME IlL Déterminer l'intensité et la direction de la 
Jorce attractive exercée par un are de grand cercle sur le centre 
de la sphère t 

Solution, 
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Solution. 11 ne s'agit pour cela que de faire b=\wj daoft ies 
furiuulei du Problème J, K-aquelies deviendront aiusi 

* 

Ainsi, cette attraction, dirigt^e vers le milieu de l'are y est pro- 

porlïonnelle au sinus de sa moitié , ou & la moitiô de sa corJp , 
et conscqiicmnietii à sa corde riiéme ; elle est donc la môme pour 
un iirc que pour »i>n complément à la circonférence, ce qui est 
d'ailleurs cvident, puis(ju'elic doit éire nulle pour la circonférence 
entit're s elle e»l doue U plus grande possible pour une deini- 
droonférence. 

Corotlairê» Telle sera done eaut la loi d'attraction do plan d'un 
angle indéfini ou d*tttt aecieur de cercle , sur iin point aitué à aon 
fommet ou centre. 

Remarfue* Si l'on prend poor unité d'attraction celle qui est 
exercée soit par un quart de ciroonfcrence ou par un quart de 
cerotc, soit par le pl.m d'un angle droit indéfini, aur «on centre 
ou sommet , on aura 

an moyen de quoi la valeur de R deviendra 

CVst aous cette forme que nons emplolrens Jl dau le pnoUène 
auivant. 

PROBLÈME IV. D.Uermlner V intensité et la direction de la 
force attractive cjifrcée par le périmètre d'un triangle sphèriqu» 
quelconque sur le centre de la sphère ? 

Solution, Soient A, B, C les trois angles du triangle , et a, 

h, t Ua edtës reapeetifemeiu opposét* D'aprè* ce qui précède» 
TÎMi». X ' 19 
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tout se rcduîra à déterminer rîniensUé ei la direction' dt t» tésol- 
lanle H de trois forces X , Y , Z , dirigeas suiyani les rsyont 
qui passent par les milieux des côi<>$ ^ » ^ » c , triangle , et 
ayant res|»ecli«emcDt'pour expressions 

JC«|/î^in.ltf , r=/i.Sia.î^ , Z=:|/I,Sin.ftf . (i) 

Désignons resppctîvcnjcnl par • , ^ , y les arcs de grands cercles 
qui Joîgsjeril les inii'u-ux cnnsé 'Ulils d. s c<\{v.s du triangle . • <'l3tit 
Opposé à a , fi à ^eiyà C ; soient fie plu.% x , f , x U'S arcs 
de grands c<*rclcs mcucs dos niôrites millLMix au point inconnu où 
la sphère est porrcc par la résultanie , x partant du iniiieu de 0, 
Y du ntlieu dé ^ et 'z da milîea de e \ noua aurons , par les 
diéories connues 

ji'sXk4.r*+^*+srzCoi.«+2irjrcos.M-A2i^My • (») 

/ICos jr= l'+;?Cos «4-ATos.y , ) (^3) 
JICos^sZ+AXos^i+l'Cos.* . 1 

Cela posé , considérons le triangle dont les trois côtés sont 
y t 7^* 7^ * et dans lequel conséqueroment l'angle opposé à y est 
ce triangle donnera » comme Ton sait« 

Sîn. i Sio. ; ^Cos.C = Cos.)' — Cos. \ aCos. \b i 
wàê le triangle proposé donne 
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SàD.«ShlACo«»CsCof.tf— G<».aCMi , 

oa bien 

dWiftani donc celte dernière par la première , afin d'élimioer GofcC , 
noua aurooa 

, en cltassant le dénoaunateur et transpoaant , 
maie on a 

substituant donc , rcduîsant el formant les ëquatÎMis «nfelogues pour 
ka deux «utrea tnan|;lea d«m.t • el # aont dea cAU$ ; noarMUipa 



4Co^.sM:os^l<Io•.«at+CMu^4.Co8.H<'0•.^ , 

4Cos.;rCo5.f<7Co5.^8s i-f-Cos.a+Cos.3+Gos^ , 
4Coi.i«Go«.^jGoa4^=i4-CM^-Koa.^Goa.r . 



(4) 



On peat donc» i IVide de cea deraièrea fonnulaa, calrnler Coa.> » 
Cat.fi , Cos.y , en fonction de â , ^ , r. Les prcmîèfei doniMjiroflf 
«moite x , y\ m, en fooction de ces mêmes qnut!tdé. 
Par dea principes connos , on a 
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i4'GosuH-GM^Cos^s:aCoê/TH-aGm.HH<)<^ 
•tt , en dërebppant et véduUuU , 

ou , en transfonnant les eiaus en fonctions de cosinus et réduisant , 

i+Cosui+Cos.^4-Cos^=a{Cos.'îtf+Cos.*i^+Co»-*ï«— »} • 
ou enfin 

substituant dans la première des équations (4) , et ejnieaiant snr 
lea deux «alrta une ttanafomiêtion analogue , noua aurons 



9Coe.fK:os.f«Cos.«sCos.'fH-Co«.*f«^în.*7« « 
3Cos.^tfGos.;«Cos.^ = Cos.4^Cos,*^a — Sin.*;3 , 
nCot.70Cot.7KW=CM.*f«+Coa.*fi^in/^ . 



(5) 



PréMBleiiMmt , en Ytitn A» fommlea (i) , on a 

jK»+r'+Z»=2(Sin.«itf4.Sin.î^4-Sin.»itf) } 
on a ensuite 9 en vertu des mêmes formules et des formules (5) , 
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+ 



aSiii.T«8«n.f a(Cos.> f c+Cos.>fis-»Siii.«f t) 
aSiD.^aSin.i»(Cos.*70+Cos.4i--S(n.*TO . 
ou , en réduisant au même dénominateur, 

■ ■ 

tm cncon 
00 enfin 
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^Sin.f^CM.}^{Cc>s.:tôin.^(«+a)^b.^tôia.lrSÎD.ftf} 

siitU, ^ la Ttlenr de 3^^Y**J^Z* trouvée cl-dc$»us , on peut 
cooctura 

ssa(Sia.«ifl-+-Sin.» ;^+Sin. \ £;Cos. itfCos. i^Co*.; tf î 

•joatant à cette expression le double de la pr«ici>dcnte , el ayant 
égard k l'èt^uaiion^i^s) , il viendra .... 

a*Cbi. ^ «Cm. I H>M. i c 

; . ,. » • ■ 

. ■ " i " - 

•faSio-i cCoi. i c { Cok i«Sto. ^ (o-HH-Sin. fc(Ci».{ «Cos. { »-Sio. ^ «Sin. i » } 

ou encore 

.. -8'Co».jtfCos.i4Co«.i* 
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S'm b [ Cos. {bSm^^*^J^tn,\hQiuY/:-{^»\) 

ou cofta 
d'où 



iS::,.a-f-Siii.^+Siii.r )Siii. - f^-f.^-^r) 



Tel'c est donc rînienstté db l'action exercée par le périmètre da 
triangle sphériqtie sur le centre de la sphère , du moins en prenant 
pour unitc l'action cxerci!c par le quart d'un ^and cercle. Yoyoïu 
actucllenicnt quelle en sera la direciion. 

Celte direction perce la surface de la sphère en un point dont 
les distances aux trois sommets du triangle sphcriquc ayant pont 
ses cotés « , s , y sont jr , y , z.. Cherchons l'arc de grand cercle 
abaisse pcrpendicuLaîremeat du eu inàme point sur l'un quelconque 
de« cAXi» de ce triangle , sur y par exemple. Cet arc de grand 
cercle n'cal ëvidemmeDt autre chose que l'are abaûsë perpeadlaik 
latrement sar le- odtd y«dii>aoaM|i«t opfM^d.^ daoa le triangle spbë- 
riqoe dont les- iroîs cAlés sont y*' s t ^."fepfdsen^Mia par p l'are 
chercbé» et ioleot G ^ H \e% angles do triangle respeciÎTeinent 
Apposés & X , y ; dans le triangle sphërique rectangle dont llij* 
potliénuse est s et l'un des odlés de l'angle droit noua aiifoiis 
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£iD.*|sSiD.'jr;i-.aM.*ii) I 

Bttf« par Iw (îmiiiilM eanontt. 



ç>^^^ Çp».y— Coi.yCos.» 



s::^^ 



(I— Cov'y)(i— Co».*x)— (C oi r— Co».yCoi»»)* 

Siii.'»Stib*« ' 

•abstîtanit cette valeur dtns celle de SînlV, elle deTiendre 
. Co*.*»— aCoa.TC«M.rCos.y4-C<it.V 

„ . Cet.*»-9CMjrCoa.vCiw.»4C«i.«]r 

is^ ^» 

Taknr «pie Vou peut encore écrire eoue celte forme - 

_ . (nCoi.3r)*-4(R6)f^)(RCoii.r)rM r4'(n<*M.y)* 
' ll*aiii.>y - '• 

En «ubslitoant dans celte expressien pour ilCoe.* et ACos,y lenr 

valeur 
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Taleurs ionnipn par les tquattous ^3) , elle deviendra, en réduUant 
et ayant cgard Ivqualion \^2), . 



d'où 

I— >Coi.>«— Cm.'/»— Cof.«y4-aCo«.sCo«.#C4N.v ^> 



Sîa.V 



Stii.«y A* 



« 



Or , R e&t connu , par ce qui procède ; • , ^ , > , sont donnës , 
Mit par les ^uatioRs (4) > soil par lea équations (5)} enfin» par 
la» ^«latioas (t) oa « Z*saSio.*;4p; on a donc tont oe qtti est 
aéeaisaire ponr délerininer l'are de grand cercle f abaissé da point 
cheiclié aur la <>âté y du iriangle spbé^qae dont las «ôlëa sont 
** > ^9 v\ on pourra donc , de la nême manière , obtenir les aret 
de grands cercles abaissés da même point perpendiculatrement sor 
les deux autres ; on connaîtra donc ainsi les arcs de grands cercles 
abaissés pcrpcndicul.-tiremcot du point cherché sur les trois côtés 
d'un triangle spht'rique donné de grandeur et de situation ; ce 
point peut dune *'tru considère comme étant cocnpiHement déterminé. 

Corollaire Nous avons doue sttssi résolu le problème où il s'agi-, 
fait de déterminer l'iotensiié et la direction de TacBon totale do 
la surface d'un 8ni;l« vi' dre . soit indéfini , soit terminé par dea 
arcs d'un- moine rsiyon «lutflcnnque » ayant loor centre commun à 
ion staimet , sur Un p«»tiit situé à ce aommeL . 

. Remarque I. On se conduirait d'une manière analogue si! était 
question de dcicruiîm r l'înicnsité et la direction de l'action totale 
e^erc'ëe par 1« périmètre d'un [lolvgone sphérique quelconque sur 
le centre de la sphère , ou s*ll était question de déterminer l'in- 
tensité et la direc tion de l'action totale exercée par la surface d'un 
angle polyèdre quelconque , soit indéfini , soit terminé par des arcs 
d'uo même rayon quelconque « ayant «00 sommet pour centre cpm- 
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tniin , sur un point situe à ce sommet ; mais il parait que Itt 
formules seraient d'une extrùme complication. 

Remarijue II. Si la rayon de la sphère devient infini , le triangle 
dont les célés sont a,b,c devient un (riante recliligne ; et !• 
triangle doDl lea ofttés sont « , i> , y , devient ë^lement uo tmo^e 
ittctjligne inscrit an premier , ayant ses c6lës parallèles aux siens et 
eoosëqaeinnent d'une longueur moitié de celle de lear bomologue 
dan» celtti-l£; bu à donc, dana ce eaa, ys^tf » d*o& 

j;*=:aSin.*ftfsa3Sin.V > 

et par auite 

' 1— Coi.»«— Co$.'/î— Coj.»y4-aCos.«Coa.)lCo*.y 

Sin.Vs:a . — . , ^ . — 1 f 

• . . » 

f est donc alors nae fraction to«t4-fiiit ajrmdtrique } le point oà 
k rëtatianie coupe le plan des deux trien^ea , lequd cft alotv 
évidemment le centn de gravkë du périmètre do triangle <}ont le» 
êôlés aont a y i est doiic également distant des trois côtëe^ 
4i, fi, V, de l'autre, iî est donc le centre du cercle inscrit i re 
dernier ; ainsi , le centre de groyité du périmètre d'un triangle 
rectiligne quelconque est le centre du cercle inscrit au triangle rec^ 
iiligne dont les sommets seraient les milieux des côtés de celui-là i 
c'est le théorème de M. Poinsol. ( Voyez sa Statique. ) 

MOBLÈMS V, Dominer fintentiti ef U dirtelién 4» 
farw Mirët^n «tnrei» pm' wm ttAnê j^Unçug ptektmfiÊê , à imset 

Solution» Supposons «que le pôle commua des deux bases de la 
s6ne soit le pôle même de la sphère , et soient 3 , b' les distancée 
polaireades circonférences de ces deux bosea; il ne s'agira ëvidem* 
ment, pour résoudre le problème, que de supposw assAir, daos 
(m Conaules ( I , II ) ; elles deviendront ainsi . 
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m 

Cêfûiiinrf* Telles seront donc susm rinicnsité et la direction d« 

l'action exercée par un corps compris entre deux surfaces roniqaès 
ie même axe et de même sommet , dont les angles générateurs 
sont â , , sur un point situé à ce sommet , soit c|ue l e corps 
soit indéfini, soit qu'un le suppose terminé, du cote oppose à son 
sontniet , par une surface sphérique de rayon quelconque , ajaut 
Cè SOfWBMt pour CMtftb 

nOBLÈMB FL DiUrmiMt rùnensùé et la direOfe» dk 
' tattraetiojn eserUe, sur le eenre df la ipkire , psr Im éurjacê dm 
Uimgh ^Mfue mi*ti^iu isœHg emi^ris mire detae g^mde 
cordée et le pHU eerele ûfemt Uv^ iM^seette» pmoipUe^ 

SohÊtien» Supposons que les deux grands eenles dont il s'agît 
soient deux uicridiens formant entre eux un angle a ^ et soit ê _ 
la distance polaire du petit cercle ; il siifRra t^vidfmment , pour 
résoudre le problème proposé , de supposer ^^sso*, daOS ies ÙX'^ 
inules (l» ll}t lesquelles deTÏendront aioM 

m 

• ■ I 

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de 
l'action totale exercée par un angle solide trièdre indéfini , terminé 
par deux pl.-ins ét par une portion de surface conique de rt^volution 
ayant son axe dans l'intersection des deux plans , sur un point 
situé à son sommet , soit que cet ansle solide soit indchni , sot| 
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qu'on le suppose termine, du roté o[)posé à son sommet, par unt 
surface spbcri^ue de rayon quelconque , ayant ce sommei pour 
centre. 

PBOBLiME VIL Ddiêrminer tintênsiti êt la Urisaion ig 
fattractiim ^t»tiê jtar iu swfatt trio^h sphiriquf H-ree» 

, ^^(i^iM/ÛMi., En tuppoMot qœ les deaxrcAl^ ^g*vx Jn^trian^A 
dont il s'agit sont deux méridiens forniant entre eux .uq angle 
il ne s'agira , pour rdsoudre lu présent problème , que de supposer 
àsijw, dans les formules du préciident} elles deviendroot ainsi 

Ofi f oit par que Tanf.i tend sans cesse k devenir 1 » » ou que 
l 'tend sans cesse devenir 8o*'«57'.a5" k peu près , è mesure 
que •diminue. 

CaràUmrê» Telles feront donc aussi l'intensité et la direction de 
l'^tlon* totale exercée par un angle solide trièdre bl-rcctan^lc sur 
aon sommet , soit que cet angle solide soit indéfini , soit qu'on Ic" 

suppose terminé , du côté opposé au sommet , par une surface 
sphérique de rayon quelconque, ayant ce sommet pour centre , de 
manière à former une pyramide sphcrique bi-rectaugle. 

PROBLÈME rill. Déterminer T intensité et la direction de 
Vattraction exercée sur le centre de la sphère par la iurjace d'un 
triangle sphèriqm iri-re^an^h ? 

^SfiÙÊ^W* Il ne s'agit évidemment pour cela que de suppotér 
«^;w, dans les formules du précédent problème, lesquelles de- . 
viendront ainsi 

its^«}|/3, Tang.l=/; . 
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Car«Slmr$^ T^es mmoI donc auiti riotensitë et la xltrectioii ^ 
racijoa>totéleiMc>cétf|'adtpar no anj^ aoUde, irièdre ,tn-rectangia 

indéfini , soit par une pyramide triangulaire sph^fque aolifia .lit-, 
sectangic , sur un &itué à son sommet. 

Remarque. De même que nous avons pris pour unité d'attraction 
des angles plans , celle qui est exercée par l'angle droit plan ; il 
parait naturel de prendre , pour unité d'attraction des angles solides 
polyèdres , «lia . qui «al tmcée par l'angle aplida Irièdre \x\^. 
anèçtaii^ I on. a ainsi . . ^ . 

Ceftt Mna celta Conii* qm noua «nplotroiu à l'aTenir la râleur' 
dei(. • ■•' *' 

PROBIÈMB IX, mieminer rintensili a hUnettM i9 
traction tstreifi par vnt f^oU» Mfhèrifiù smr îé un/rt de là^ 

tphère ? " ' ' ' » 

Solution, En désignant par h la distance polaire du petit cercle' 
qui termine la calotte dont il s'agit , on parviendra également à la 
solution de ce problème , soîl en laisant b'=o , dans les formules 
du Problème F, soit en faisant a = 2w , dans les formules du 
Problème VJ. Par l'une ou par l'autre Voie , on trouvera également , 
ah ayant éga;rd & la vajeur de \k détâfminlfe 'cl-daMiis , 

4S;n.'» " ' . : • : 

^--^ » TaDg.l=o. 

Cette force , dirigée yers le pôle , est done propoittoniiaUa au quand 
da âinua.de la distance po)airt di» petit cercle qui termioe la cdotlei : 
ou ce qui revient au même, ao quarrë du rayon de cette base > 
et par cona^quant à l'aiiru plma df cette hm i cl)» eat donc la • 
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inème pour les â^nx calottes qui complètent U rarfaoé «phériqMj 
C0 qui est d'ailleurs évident , paisqu'elle doit être nulle pour la 
sphère entière. On peut remarquer encore que pour les distancer 
polaires de 3o*, 4^'* > ^o** , les intensités suirent le rapport 
des nombres i , 2 , 3 , 4* " ' t « ' 

Corollaire, Telles seroQt donc aussi l^euMtd et la direction d» 
l^lMMMi ' telite d*ini ëàneda'rérolntiov^a^Kdb kofnogèna tt tadéfiat 
oa^d'taki ^sèieteur sphérique «tir. uii pnîiil slfud'à' s0o sommet ; cette, 
•eliun sera donc la plus grande possible * soit 'pétor 'di corps in« 
défini terminé d'une part par on plan indéfini , soit pour, on hén^ 
pbère solide et homogène* 

XttmêàfÊe* Bn rapprochant de la solution de ce pmblèmo celle 
que npi^ n.^(i|p^^^htel|a« ,|^r, Jle /'ro^/<^m«' ///, on en voit res- 
sortir une îïnalogTe frès-remarquable entre l'une el l'autre. Le plan 
du cercle qui sert de base ^ une calotte sphérique est en cffrt , 
par rapport à cette calotte , ce qu'est la cordr à un arc par rapport 
\ cet arc m^me; et, de même que l'attraction exercée par l'arc 
se trouve proportionnelle 4 sa corde , celle qn*exereê la calotiç sphc- 
liqne «e«roi|ViB!» somblaUemBat , proportion^QU» i Taire -do sa bj^« 

• , < • , , 

FBOBLÈMK X- UHmMmer.Pinfmnti la MeitUùn détail 

mttrth-par mn fuseau sfikériffiâ sur le centre Je la sphèrêt 

Sah/tim, désignant ppr l'angle des plans des deux grands 

oereles qui terminent le fuseau , il sufBra éridcminent de supposer 

i=w , dans les formules du Problème VI , ce qui donnerai en 

ayant d'ailleurs égard 4 la valeur assignée 4 k, 

* 

"yj* • Tang.#=a o» • 

Cette fbrce , dirigée vers le milieu de l'arc de l'équatenr inleroepld 
entre les deux méridiens qui bornent le fusoau , est donc propor- 
tionnelle 4 la corde de cet arc ; elle est donc k méqae peur va 
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fuctiii ipidcoiifM <ft» pour MU compMmeiit à U sphère, éinii^iiie 
«elvdmtétre s elle eil done -la plut grande poMible ponr la «urfaoe 
de rhëmuplière. On peut encore remarquer -qoe» pour les fuseaux 
de 60* ; 90* , t8o*, le» leratfi eer^nl tenUn ellea ooi»in« lea nomlifea 

Corollaire. Telles seront donc aussi l'intensité et la direction de 
l'action totale exercée soit par un angle solide dièdre homogène 
et indc-rioi sur un point de son arête , soit par un onglet $ph(l-« 
rique homogène , compris entre les plaos de deux grands cerclea 
ânr 1er sùlteu de aon arête reeliligne» . 

Mtmarfut '/. La cempaiaiflon dea céinltata qne noua venona d'ob» 
tenir avec celui où, noua « conduit le PnMmê Ul dmiae lieo \ 
«h rapptoebement trèa-niinrquaido : U eamiate en co^qm IMve* 
tioii eiëreëe piir 'ua aa||o àalide dièdre h e m egèiae et Méfiai au» 
un p<^t de son arête croit et dëcrott exactement comme eellit 
qu'exercerait sur ie même point le plan de la section faite perpen- 
diculairement à l'angle solide par le même point ; de sorte qu'il 
n'y a absolument entre l'une et l'autre foreea qu'une aimpie ^iSà^ 
rence d'intensité. 

Remarque IL Si l'on demandait quelle doit être la grandeur da. 
l'angle dièdre pour que aon aciioa aar ua point do aon arête fftt 
double do eello qu'oMioennt car ee- mima .point un angle. Irièdn 
tri^eelaaglo doat il lenit le «unaMl» il anlBniC do liûia Aaa,. 
(Se qui donnetiit 

c^la donao |atsG6» et «=I90*. Àiaai , an poial placé rar Firile 
d'uB angle diêdfa solide bomogênoei inddfinî de tao* , en eatdeuz 
Ibia plua attiré , loutea choses égales d'ailleurs , ^tfil ae le serait . 
par ua angle trièdre lolida lii-fwlaagU iadéfiai an aaaiaiet daqael 
U f a tKUurentt êitné. 
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LEMME n. Ditermino" tinttinsité et fa dînefia» A tsUrst^ 
tion exfreiê pw une portion de juseau 'spkéHfite infiniment étroit 

tar te centre de. fa sphèrel • %• 

Solution En supposant que les arcs de grands^ cercles qui bornent 
le fm<»aa soient des arcs de méridipris , d'une longueur commanA 
ëgnlc à ^ , et formant entre eux un angle égul k , il suffira 
ëvidcm upnt , pour parvenir ou but , de changer a on Aa , dans les 
formules du Problème Fi ^ observant qu'alors Sin \ das= ^da, U vieadi» 



R=. îAdtfi/*»— aiSin.ACo#^Siii.* » Tang.#= — -— — . 

• " "I -"-il .- ■ it>.-:.ii^j j;i t. 1 - i*PlTAj iî\ 

' PR€^IdtME Xt. 'Ûitermfner Vinteasiié et la diratiSon de^téth 
trmetim exercée par la surface d^tMilnai^a.i^àériifi^ '^mletmf/m 
jur te centre de ta sphère ? 

Solution. Le triangle sphérique dont il s'.igit éiant donnë , ses 
anj^lcs et ses côtés daiirenl l'élro ausii. Soient floue, a y b , c ics 
troU cotes el A , .£ y C le» angles respectivement opposes. Sup- 
posons>le tellomeot situé rar la sphère qna son côlé a se confonde 
snreo le pwniieriRiâriclien iet .le sqmiiiet de séo angle KC^.aveeJle p6le. 

' Considérons sûr ce triangle, «ne portion, de fuseau ÎDlinimeot 
éiroite mfwt son sommet en: C el:ae lermimuit au côté opposé 
•oit X l'angle que forme l'uik des denx méridiens qui borne cotte 
portion de fuseau avec le premier méridien ; soit , àX l'angle des 
deux méridiens qui le terminent , et soit enfin y l^*»* longueur 
commune jusqu'au Côl<J e ( car , à cause de l'angle infiniment petit 
qu'ils comprennent, il est permis do les suppi cr og.iux ). Si nous 
désignons par dP l'action exercée par cet < léin» til snr le centre 
de la spht-rc et par, 4 l'angle que fait sa direction avec le rayon 
va au pôle., nous aurons , par le Lemme IIp' 

dP= i AdJrv/yWaySi«j'tÀ«./+Sin,îy , Taog.l=s ^ ^'^^'^ '> 
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et, d'après les principes cooniis sur les trianglei spluT'ques , let 
Vftriables «t / se trouveront Jiées entre*-cUea par la relation 

Cm «Coi JCpSiouvCot./~Sin JCCol.£ , (t) 

de laquelle on tire , par diiTéreutialion , 

àfJ&iDM=^dX.ifio&jiS\D.X — Loi.£Cos.X) . (3) 

Consi()(^rant , dans ces deux équations , S\nJL el CosJC comme 
deux inconnues, nous en lirerons 

(Co8.*«4-Gol.*£,SinJ&sSio.0 ^Cot.£Cot./4- ^ Cosm ^ , 
(Cos.*tf+Cot.»^)Sin.r=Sîn^^Cos iïCot.;^- ^ Col.5^ î 

a|ootant ensemble lei quanës de ce« deax ëquatioos » nom raroi», 
en réduisant t 

(Cos.'<i+Col.'^)=sSin/tf|cot.»yHt-^^ Jl j 
d'o4 . 

dySin.jr 



mbatitnaDl celte Taleur de dX dans celle de dP, elle deriendri 

d/^a.y|/y»i-a^Sin4^osjH-SiiiAf 

dPsftôiM. 
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Cherelionf présanteroent à décomposer cette force en trob «utret 
àDt iE , 6F, passant par les sommets J , B, C, on pitftdt 
cherchons seulement la composante df passant par le sommet A g 
attendu que de celle-là il sera facile de conclure les deux autres. 
Pour y parTonir , remarquons que , par les principes de Ja statique , 
on a' 

dPidfii Sio.^ : Sia.(y^) ; 

d'où 

dF=dP.Ï2:fcS, 

inais , d'après l'e^tpression de Tang.i , on troore , 



Cos.i= 



d'où résulte 

Sîn.(y — #) = $îo.t-CoïjC-s>Goso^S!n,f = . " „ j j 

et par conséquent 



mettant enfin pour dP la dernière valeur trouvée ci-dessus i nous 

aurons 

iF^ikS^.. ^^■"«•^'<'' 
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Voici doDC finalement k quoi se réduit U question. U faidn 
uitëgrttT dF, entre X—o ei X^C , c'eti^à-dire , entze 

Co».a+Coi.B Cot.aCw.C-fCot3Sin.C 



on obtiendra ainsi une expression de F que I'oti pourra toujours 
amener ^ n'être unîqu*>mcnt fonciion que des trois cotés du triangle 
proposë , et de laquelle, par une simple permutation de lettres, on 
conclura les valeurs de D , £ ^ on connaîtra donc les intensités et 
le* direeljons de trois componntes D , E , F ^ paMant respective* 
ment par les points A ^ B » C \ d*6à il sera ÛM»le de ooncKiTe 
llntensiié et b dînetioa dé ieiîr r^ltaAln JL* 

Dans on- ariidle supptenenuire , noitt tenterons d'Sn^^prer Yeji^m 
pression dn d# » et d0 IsoiBpldfer faiim U mIu^oii de. noln 
problèiae» . i - 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Problèmes de Géométrie. 

I. Di%TEIlMi\F.R la surface '^lin qindrîlatire recliligne cîrconscrll 
au ceri'le , en londlons de ses quatre côtes ? » ' «. - 

9- II. P.irtager l'aire d'un quadrilatère rcctiliRtip qiirlcnnqye f n quatre 
parties ëqiiivalf^ntos , p'ir deux droites pcrpctidiculaires entre elles 
ce coupant dans joo intérieur ? > , ... 

* III. Di'ierminer l'aire du i-quadrilalère sphdrique insrril à un 
petit cercle , en fonction de ses quatre côtés et du rayon de U 
sphère ? • r 

IV. D(5termincr l'aire du quadrilatère spht'rîque circonscrit i 
un petit cercle , en fonctions de ses quatre c6l(is et du rayon de 
la sphcre ? . I 

V. Partaîîet l'aire d'un quadrilatère sphëriquc quelconque en 
quairc parties équiv-ilenles , par deux arcs de grands cercles se( 
coupant perpendiculairement dans son intérieur? 
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ÏHIJyOSOPHIE MATHiMATIOUE. 

t emploi de l'algorithme des fonctions , dans la 
. démonstration dea iképrémts de ^eoméirie ; 

■• • • < 

jPar un ABOMiii. 

* I * • • 



ip 1 '.I • > ' ' . 

1 Tien» de lin éÊM-X^ BOUothè^ universelle , ( octobre 1819).- 
wiMrtkl», MgqédtfioilialetF.'if. ,d*Bs lequel l'aaieur «e propose de 
ààMtt , cQini^ k$ «ttnfuei dttll. le ptofietseur Ledie , et de qttelqeei 
autre* géomètres de la Grande- BreUigoe , la déneattntioii' doniiéa 
par M. Legendre delà 32."« propoeîtioa d'Eiidide , daaalanotell 
de ses Èlémens de géométrie. ^ 

En examinant cet ^rril avec attention , il m'a para que d'ano 
part le célèbre physicien d'Edimbourg n'avait point complètement 
épuisë la série des objeclions qu'on petit opposer au tour de de'- 
nonstràtîon dont U prétend infirmer la validité, ei que d'une autre, 
ioa Adversaire n'aVait peat-«lra j^int usé contre lui de toute 1^ 
j^éntlade de ses arantagei; 

Or, eonme lè matière n'eal paa noina importaDt» qu'elle est 
Ton. jr , la.* fl ^ |.«r éktmirû 1819. aa 



iBm >LG0RITNBIE : . . / 

délicate , •ttenda la multitude des occaiiofit oft le tout da raison* 
nement employé par M. Legendrc pourrait #tra ,aj^^v|)^é ça 
tour iù raUonnament était uae foi» reconnu coneluant { j'ai pensé 
qu'en attendant que qnelqu'autre • plus habile que moi , nous dise 
elairemerti à ^obi dbni davohs nous en' lenit' «i4r 'ce suj<it., -wii^ 
ne dëdaijgneries peul^CIra pas , Monsieur , quelqtics rëQoxlons prë- 
p.-.ratoîrps qnc Je vous lîvrc avec d'autant plus de conHance qu'elles 
aant ea qiicUjin: sorte votre ouvrage , n'étant , pour ainsi dire , qné 
le dévflopp6m«*nl des doctrines que tous ave?, wom>nnéme cons- 
tamment professées en maints endroits de votre estimable recueil. 

Rappelons d'abord sommairei|ient le raisonnement de M Legendre , 
en lui donnant encore » a'U ^t possible , plus de force qu'il n'en 
i dans son ouvrage. 

Soient « , 4 , £ les irais ^lés d'^n triangle ^eetif , et soient 
An B, C les angles respeclirement opposés. On prouve ngouren- 
samcnt , par la sù|^po««<lWn , que , connaissant uniquement le côté 
C et les deux angles adjacents .4,8, le triangle est coroplctcment 
déterminé » de telle sorte qu'on en peut construire un autre qui lui 
soit égal ; donc aussi, av.îc ces seules données, on peut , parvenir 
à la «'oiinaissance des trois autre» parties du triangle , qui corné/' 
^enmient'sooi deé i«neli«ns- de'tou^ ou f«nia de ces trèls-14'f 
4om>» opr parisanlisV # lortroSnAne angle C «tofao-pInsMie foncfietf 
^ deiw atttrea A.^ B 4»- cdlé « «sfttsl' Us sont adjaceni». 
0» pkut dnn» donM ' 

F désignant une fonction d'une forme inconnue , si i on veut^ mata 
néanmoins complètement détecniînée et, uniq,pe no pouvant s% 
composer dïaocitn .élénoat éiraogjer à A ■^Byf\^ mais pouvant fa^ 
tien d'ailleurs ne.psa se çomposeï do la totalité do. est élé^Mos. .» 

Or , ail était possible que le cdté € entrât dans, la composition 
de cette fonçlioQ ^ oa gounait toniourf ^ ^uolle ||ne jt^t d'aUleyn 

. . ■ • . , . - .'.'1 .T 
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laf'fUiriBr dtt'I'ë^atton tj^lMAiqac que nous Tenons d'élaMir , con* 
eevoit mile é^oàrion réablùe par rapport à c ^ ce x^ùi con^iiirail 
V'tme avm ëqnaiioà de U^bme 

dans laquelle f désignerait une nouvelle fonction quî.potemlt 
bien, ï la véritd , être susceptible de plusieurs formes , maïs qui 
serait néanmoins cninplèfcmeni dt-terininée comme la première/ et 
dont la forme ou les formes diverses uc dépendraient uniquement 
que de la forme de celle-ci. 

Or, cette dernière équation est ëvidemmeot absurde; car elle 
exprime qu'un cetcul' f«t oniqucinent sur des angles peut donner 
pour résultat final uàe longueur • délermîo^ quelqu'un prié- 
tepdait admettre la possibilité d'une aemblable équation , on serait 
natofellemenl fondé b loi demander en quelle aorte ,d'unit4$^l« 
donnera la longueur ^ r ai ce sera en toises ou en mètres, ou en 
toute autre sorte de mesures liiijiairea i et l'évidente impossibilité 
de répondre <-! cette question , proUTO aulibamment l'absurdité de 
l'équation qui y donnerait lieu. 

Puis donc que cette équation absurde est une conséquence ri- 
goureuse de la supposition que nous avions faite que c pouvait 
ênVrer dans la coiiîppsition de la fonction F ; il s'ensuit que cette 
supposiiioii 'est ePe-mêjné' absurde * et qu'ainsi' on doit aroir sim- 
plement 

; .. < , ■ ■ ■ 1 ; - ' ■ . ' , ■ . 

d'ojk il suit que deux tsiangles .qui ont deux angles égaux cbacon 
à eluMttn', . ont «Mai U IttraisiAmoi an^e dgal. Jbn pariant de là on 
pMviaM fteileoMut y aana «ien einpruMcr de la théoria des parait* 
lètaa» et .p^ im noaoïinjBnMnt «desit penonne B*a jamais sofgé à 
l i tml ii m h gîgnaay k, démontre» ^«a » daaa tpat liisaigla .y In 
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•ommc des troU angles v^ui deux ai|gl,ea drolti ; «t la ^fikéff^if^ 
^aralièlos ne présente plus dès-lors aucune di/HcuItë. ^ 

Voici présentement les principales olijections que M. le prpf^sscuf 
l/cslic et SCS correspondans opposent a ce raisonnement i je Ucherai 
ëg-iletncnt de les présenter dans toute leur force. 

I. Suivant il, Leslie , il n'est pas généralement Trai qu'untt 
grandeur jie puisse r^ulter de la coo^binaiMn, d'^uires ^«ndeu^ 
lotit À' fait' hétérogènes arce fielles«ià.; el la mécanique en par^ 
ticulier , oftre plus d'un exemple de ces aortes de résultat^. La 
raison en est que le calcul ne eonsidère pas proprivncnt tas grandeurs 
concrète, nais seulement les rapports de ces gjrandeurs avec leurs 
uoitt s respectives , c'esl-à-dire , des nombres purement- abstraits -, d"oû 
M. Le^lio se croit fonde à conclure que le raisonnoment par lequel 
M. Lcgcndre prétend prouver que. le, .côté ^ ne, saurait entrer dans 
son cqu.ition tombe de lui-m<^me. 

IL luut en convenant que les angles et les longucnrs sont des 
grandeurs absplonient hétérogènes , M. Leslie pense qu'il n'existe 
jeoire elles d'avire di/Tépnce que celle qui existe en général entre 
deux . grindeurs hétérogènes quelconques , {^.. longueurs et. les 
temps, par exempte. Enrain, suivant , lui ,>oudrait-on se prëialoit 
de ce que les angles trouvent dans l'angle droit une mesure na- 
turelle. .L'angle droi^ , ajoute-t-il n'est j^as plus la mesure naturetln 
des adgles que le quart du m^idîen terrestre n'est la mesure na< 
turclle des longueurs , ou la rotation diurne de la terre la «icsurd 
naturelle des tcii^ps ; de manière que toute distinction qu'on voudrait 

■ 

établir en faveur des an^^lcs serait tout-à-init illusoire. 

III. Dans la vue de monter tout, le ^faible de la démonslratt<NI 
de M. Legendre» Bf, Leàlie en présente nne soite de pannUe qui 
«odlfiit .àMinei conclosM éndeiiipaMi,|ifaiBlrdek'' '> • > 

• Sdient, dittU> «'« 3 , « lés ffob!iediiist«d*nki .ttimgb ejktii/t et 
aiDinnt A-, S.p C lek 'Singiesiqni -ienr ••ent>«i«spiati«eiDeBt opposén^ 
On prouve rigoureusement , par la superposition , que-, conwaîiWIll 
anique^uni l'angle . £ et les ^ur cèles 0 ^« ^^Iff compmuMiiti 
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la trîaiigl«<aat- ««inplilemaat drft«raiîoë de |«1U MM* ^*aii «n. 
peut construire uii aotn q«i lut «oit égal j donc aiml v av«è caa 
.aeules données, on peut parvenir à- la coonaiaaance des iroU aulrea 

parties du trian^lr> , qui , ron^t^quemmeni , sont des fongtions de 
taule ou partie de ces trois- là ; donc, en parliculior , le troisième 
•cAié c est , tout au plus , une fonction des deux autroa 0 > et 
de l'an^io compris C, Un peut donc écrire * [ 

F désignant une fonction d'une forme iocorinuc , si l'on veut, mais 
ïicanpioins cnliiTctnent deferrnini'o et unitjue , ne pouvant se com- 
poser d'au^'un clt^mcnt éirau^cr k a , b , C ^ mais pouvant ton bica 
d'itillcurt ne pas se composer de la totalité de ces ëlémens. ; 
. Or , a*il dtaii poMÎble ^ue fangle C eAtrftt dana la compoiitioii d^^^ tia 
fmclîoo «pu {MurraU toujoyn^quelle qoafûl d'alUeura la fbnna da Yitpu^ 
lipn ^mboliqpe qne nona-TaiuMia d'ëiabtîri ^paroir eatta .d^aatîfHi 
véiQljtta ,-p.ac, i3ipp(>rl k Ci.S9 gu» ceiidvitaîl i nna «u|c^ «q««Mi«a 
de la.foraia , , . 

dans IsquoIIo f ddsîgncrait one nouvelle fonction qui pourrait Lien , 
k la vérité , être susceptible do plusieurs formes , mais qui serait 
néanmoins complètement dëtcrnimce, comme la première, et dont 
la forme ou les formes diverses ne dépendraient uniquement que . 
da ia forme de celle-ci, i . , . . • 

' Or , callo demilca ^ualkuT aat dvidobinant abiwrde ; oav alla 
•sprima .qnW aalcol fait uniquen^ant . aur daa longiieara-' paiic 
4awiar pour féAiItat final un aaglé d*ana gratidaur ddtannmda» Si 
quelqu'un pnétendaît admettra Ja ipeasOiilité d'une Minl>)alila dqua» 
lion , on serait natUMllement fondé & lui 4eniander en quelle sorte 
d'unités elle donnera l'angle C? si ce sera en degrés nonagt'simaux 
0U eealésidiau» , ou an toute autna .aofta de. neauref .as^ulairea? 
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et VénàvoÊb inpombintë 4«'époadre à cette ' ^esliott pfoim iitfll»' 

Mtnment l'abcnrdttë ,4e l'ëqeation qui y doomnit lieu. 

Pub donc que celle é^aatioÉ ebeorde est une eonidqueiice li^ 

goureuse de la supposition que nous 6Tu>ns faite que C pourait 
entrer rlaus Ii cotnposilion de la fonction F ; il s'ensuit que celle 
supposition est elle-même absurde j et qa'ainsi on doit avoir sim- 
plement 

d'o& îl tuît qae deux tr!ei|,lei qui ont deux cdlés ëgaax ebaeun 
b chacun, ont auui le troisième côté égal; conclasion absurde qui 
prouvft tout le vide du raisonnement qui y a conduit , et consd- 
quemmcint aussi tout le vide du raisonnement de M. JLcgendre qui 
lui est semblable en loua points. ' 

IV. On objecte encore à M. Legendre que son raisonnement est 
une sorte de pétition de principe ou de cercle vicieux * en ce qu'il 
ilnplique le ftmenx foitwti^ym i3 d'Endîde » •qu'il devraîc , aà 
contmire » tendre i démontrer* -Ce n^BDement suppose , en effei, 
que , quelle que soit la longueur du c6té € , les deux aulies èdtâ 
a , b té rencontreront nécessaireneni en quelque point » pour former 
l'angle opposé C. II n'est donc pas surprenant , a)out«-t-on , qu'ad^' 
metlant ce qn'E^cUde admet , M. Legendre parvienne ï établir sa 
33.*"' proposition ; mais la manière de procéder du géomètre fran- 
içais se trouve ainsi n'avoir , du cétë de la rigueur, aucun aran- 
Aa||e i«el sur celle du géomètre d'Àlexaadrie. 

V. On demande enfin 4 M. Legendre pourquoi , si eon raison^ 
AMUWI symboKqne ileît ngoureux , àl ne pourrait pas éles traduit 
mk 4yn ttMÊmtMmt géamélrique 4e Je HMrdie oedioeira ? «t «quel 
fVivdtfgè aiDgiUer «t mMMOl «tenflioeUe Aurettp en cet endaoil* 
Je ootatton Tonctîcaiiiclle sur le Jpngago «nlgaîit. 

' ▲ .rexOBpile idèM. F. M. , avant de discuter .et d'apprécier o« 
diverses objectons, jlctahlirai d'abord mes ^pripeipee y qui d'eiUeall 
àiSés*f9/a. , je «sois , 4rèsopen ées^Mcns. ^ 
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Gonma vous Vavei fort Ueii obterré Tous-tnéme t MoiuiewE'« 
{ AnMilât i>.%iiittt» Vlll, pa^. 3G6 at laiv.) 'Ort na peai être con- 
duit à une grandeur concrète pour réralut d'un calaul, qju'antanl^ 
q<fa ila ciatcul peut être réJuU i ia multiplication d'ooe autre gran- 
deur concrète de môme nature que celle- là par un nombre aha- 
trtit ; de lellc sorte que X et A représentant des grandeurs con- 
crètes homogènes, et n un nombre absolument ab&tf ail ^uelcQO^ue , 
li ?aleui- de A doit être réductible à la forme 

n pouvant il aillcurs être une fonction de tint de ^^dieur^'é^nc^ète» 
qu'un vou«]ia, soii de mémo nature A et aoit d'OAM n#-v 
tiire totalement difTcrentc (*)• 

La première eons<^quence qui résulte de là* , ctM qu^uri' f^lVoilN. 
aemeni exact ne aaurait conduira k ^ luia ëqoation daps laquelle 
ima grandeur concrète ae- troufarul Mulift de aon- espèce , et qne . 
eonaéquempnfMit une ëqpation de, cette forme eet .pne dqpetU^ V»^t^ 
ii-fait abaûrm. On voit, en e/Tet , qu'en résolvant une teniblable. 
dquation par rapport à la grandeur concrète dont U a'agit» il serait 
impossible d'en trouver la valeur ëgdle à vov antre grandeur concrète 
de roéthe espè«-e qu'elle , multipHée pur tnrnon^Bre abstrait. Ainsi 
a, b,c désignant les trois côtés d'un tiiangle, et , C Ie« 
angles respectiveotenl opposés, jaul doute ||ue d^ .éi|iut|oM .dp, 
£1 forme ' , . 

et , par suite , des ëquetiene de la forme ' 

Jb nit dit riea da' éuf dà Jt Mi i jf ëMité pcF 
■M|l>re •bÊtéali , p«c« qaa ea C» fUtte -Ml «lir ektAilMt BiPaÉliÉa'iM 
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M lOMOt de« équations toat-l'faSl aibsurde» j da moim UtDt quH 
o'y van rien de soiu-eiitendu «ovs le signe de foncUon. 

Mais si , pour qu'une ëquetion entre ^ndeureoonerètes ne «oit point 
âbsurde , il faut qu'elle renferine, tout au moins, deux grandeurs con- 
crètes de chaque sorte : cette condition , toujours rifourcusj ment oéctê- 
saire , n'est pas néanmoins suflîanre. Pour que celle d'entre' ces 
grandeurs c oncrètes par rapport 4 laquelle on veuf résoudre IVqu lion 
se trouve élre égale ^ une autre grandeur coricrt te de même espèce 
qu'elle multipliée par un nombie abstrait , il est de plus nécessaire 
que, celle équation soit séparément lioniogène par rapport à chacune 
des sottes de grandeurs concrètes dont elle se eompose ■ car , soîi'> 
par exemple l'équation 

qu'un esprit peu attentif ferait d'abord lentë de croire identique -, 
on peut l'écrire ainsi ' ' 

4"***"*. â^'f"* 

équation dont l'absurdité est manifeste , poisqu'eUe exprime fiiu|le-. 
ment que 12 moires sont égaux ^ 13 heures. 

£n rain prétendrait-on objecter qu'on peut toujours , dans «ne 
équation, d iviser chaque sorte de grandeur abstraite par son uoité 
de mesure y et réduire ainsi l'équation à n'avoir .simplement Tien ' 
qu'entre des nombres abstraits • et qu'ainn si cette dernière esC 
Traie , celle d*où on fanra déduite ne pourra être répotée absurde. 
Observons, en effet que , lorsqu'on, dit, que l'unité ne muftifiiê 
ni ne divise , cette proposition ne peut et ne doit s'entendre que 
de l'unité abstraite } l'unité concrète est , en ciffei , tout-è- 

fait • 
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à-faît arbitraire , et il n'est aucune gran«leur concrète finie qui ne 
puisse élrc priso poor lelU ; d*où il suit i|ui> vouloir élcndre cette 
propontion aux grandeiin concrètes reTieridraijl à prëicnilre qu'oo 
peut impoodcnenl , et sens lut' faire, subir aucun cban^meut, mul- 
tiplier ou diviser une quantité donnée par tout ce qu'on voudra) 
et qu'on peut écrire , par exemple , 

Stolm cÉbn i^MiMi coAct SiolMtabn 
5C0ÎMI cnbcta Unéalr* ^NiMfmnSi ~ gtaiit oAt * 

«*est-à*dire , 

5«»Iicf criMia5MiiM fmniMaSMiit* ItaMiMsS"^ ibintM ■ 

ou encore qu'on peut écrire 
.... . : , 

5Iivrei 5''''"* 5''*'''" l^Viv^tt ^Urm 
lUvm ^ «oMi ~ lira» ~ idniiH ~ tipaie * 

e'est-î-dîre . 

Lors donc qve , dans la vne de rédaira une équation k n*exîster 
•qu'entre des nombres abstraits , on divise chacnn des étémens concrets 
'dont elle se compose par son unité de mesure , pour que cette 
opiSration soit permise , il faut qu'elle revienne & diviser tous les 

termes de Toquation par tme même quaniiié; ce qui ne peut é\\- 

detnmenl avoir lieu qu'aiitaiil fjne , comme nous l'avons déjà dit, 
celle équation sera séparcmcni homogène par rapport à chacune 
Tom, X, a3 
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des forles de gnndeucf ONiçrèiet àofki elle se composera. .Oc , toute 
équation, qoi présenic un si ns ralsonn^le doit être ré<i|uotiiile à unn 
équation entre des nombres aluuraits ; ear , coinni» nous l'atoi^ 

vu ci dossus , lonie équation qui prosenie «n sens raisonnable pst 
rcdiiciiblo à la forme X=nA , dans laquelle « csl un nonibre 
abstrait et A r.i X des grandeurs concrètes d'une même nature 
quelconque ; or , en écrivani celte cqualion sous celle forme 

• 

X 



on voit qu'en effei clic se réduii à uno pqnation entre deux nom- 
bres abstraits ; puis donc que , d'un autre côte , une équation no 
saurait , par des procédcfs légitimes , Hve amenée À ne contenir que 
des nombres abstraits , qu'autant qu'elle est homogène par rapport 
à chacune des grandeurs concrites dont elle s^ compose en par- 
ticulier ; il s*ensuit qu'une dqnation qui ne satisfait pas \ celte 
dernière condition est une équation tout>ài*fait absurde, ï moins 
cependant que régallté n'ait lieu séparément entre dÎTOraes de ses 
parties prises séparément , et satisfaisant cette môme condition j 
auquel cas ce ne serait plus proprement une équation unique , mais 
le système de plusieurs équations réunies dans, une seule ex<- 
pression. 

Je ne dirai donc pas, avec l'estimable antagoniste de M. Leslie» 
qu'on n'a jamais vu , dans les questions de malbcmatiqucs , les 
inconnues être autre chose que des nombres abstraits ; et je me 
bornerai simplement à convenir qu'on peut toujours , si l'on veut» 
faire en sorte que ces inconnues ne soient pas autre .chose j mais 
le conçois fort bien une équation entre graodeora concrètes , de 
tant d'espèces différentes qu'on toodra , sous les conditions énoncées 
ci-dessus , et vous avec vous-même, Monsieur, donné plusieurs 
exemples de ces aortes d'équations, en l'endroit déjà cité. Je conçois 
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donc fort bien aussi que la solution d'un problème puisse donner , 
pour la grandeur concréle Inconoue , une grandeur concrète de la 
mèiM nature , mollipliée pai* une fonction ' d'autn:* grandeurs con- 
arêtes do nature quelconque , pouTant finalement se réduire k un 
nombre abstrait 

Je ne dirai pas non plus , avec M* F. M* , que l'art de Tanaliste 
consiste à savoir écrire les question» dételle sorte que les inconnues 
soient des nombres abstraits * parce que , d'une part , comme je 
croîs ravoir prouvé^ cela n*est point du tout nécessaire , et que 
d*une autre y cela est toujours possible , lorsqu'il ne s'est glissé au- 
cune erreur, soit dans le raisonnement , soit dans le calcul. La 
condition de pouvoir n-duire les inconnues à devenir des nombres 
abstraits n'est donc au fond que la condition de bien raisonner , 
laquelle n'est pas plus particulière aux rechcrcbcs inatbémaliqucs 
qu'a celles de toute autre nature. Mais je pense , comaie vous , 
Monsieur, qu'il peut être utile de ne pas dépouiller les élenent 
d'une équation de leur qualité concrète; puisque c'est là un moyen 
aussi sûr que facile de découvrir , à la seule inspection /les erreurs 
de raisonnemens ou de calcul qui auraient pti se glisser dans la 
solution d'un problème ; et c'est ainsi , par exemple , que noua 
avons ci-dessus reconnu l'absurdité d'une' équation qui ^ en dépouillant 
les nombres de leur qualité concrète , nous aurait , au contrùre 9 
semblé .identique. 

Je ne pense pas que la doctrine que je viens d'établuTt 
ne saurait jamais souffrir d'exception , puisse présenter aucune difR- 
cttlté , tant qu'on n'en voudra faire l'application qu'à des grandeurs 

simples , telles que des longueurs , des snrfaces , des volumes , des 
tcm[is , des angles , etc. ; mais il est des cas où elle semble , au 
premier a-^pect , être en defaMt , et ce sont ceux où Ton veut 
l'appliquer à certaines grandeurs complexes , tunctlons de {;randcur& 
piimples, telles, par exemple, que des vitesses, des densités, des 
forces motrices , ele. Il semble , en effet , que les éqiutions 
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que l'on rencontre en mécanique soient en opposition formelle avec 
ce qui précède ; puiquc non seolemeni elles ne sont pas homogines 
par rapport à chacune des grandeurs concrètes entre lesquelles elles 
élabKssent des relations, mais qiie de plus chacune d'elles n'entre qu'une 
fois dans l'cquation où elle se ttouve. Mais toute difEculté disparaît 
on considérant que les mots vitesse , densité , force motrice, 
etc., ne sont que des dénominations inlmduiles par abréviation dans 
la science , et auxquelles il faut toujours mentalomcnl substituer 
les fonctions de grandeurs simples dont elles sont le symbole. Ainsi , 
par exemple , ce qu'on appelle vitesse , dans le niouvenient uni- 
forme , n'est au fond qoe le quotient de la division d'un espace 
parcouru par le témps employé à le parcourir} désignant donc par 
« et # cet espace el ce temps , noua aurons 




qui , substituée dans la première des équations cl- dessus » la change 
en celle-ci 




qui rentre eomplèlement dans notre règle , puisqu'elle donne un 
espace égal à un autre espace multiplié par le quotient ,de la division 
de deux temps , c'esl-i-dire -, par un nombre abstrait ; et il en 
serait de même pour les deux autres équations. H est si mî que les 



Digitized by Google 



FbNCfiOKNÊL. i^S 

vitesses , les densiics et les forces motrices ne sont point proprement 
des grandeurs, mais seulement des combinaisons de grandeurs , i|ue 
tandis qu'on est clairement entendu lorsqu'on dit une longnour de 
3 mètres , uîie durée de 5 heures , un poids de 8 livres , on cesse 
au contraire de l'èlrc lorsqu'on dit une vitesse de 3 nièircs , une 
densité ou une force motrice de 8 livres , et que , pour rendre ces 
locutions intelligibles , il est indispensable d'ajouter k quel tcm^is 
répond celte ritesse , à quel Tolome rdpond cette denûl4 et à cjuelle 
vitesse rëpond cette force motrice. 

Je dois presque m'excuser , Monsieur, auprès de vos lecteurs» 
pour les avoir arrêtés aussi long-temps sur des notions aussi êlé-, 
mentaires , je dirais presque aussi triviales ; mais ce n'est pas ma 
faute si les traités élémentaires gardent tous le silence sur des choses 
qu'ils devraient tous contenir , ci si , suivant l'expression do d'Alembert, 
on a beaucoup plus songé jusqu'ici à ajouicr à l'édifice qu'à en 
éclairer l'entrée. Je me bâie de passer à l'objet principal de cette 
lettre, en reprenant , dans leur ordre , les objections opposées à la 
démonstration de M. Legendre. 

I, Je crois avoir victorieuJcment établi , contre M. Leslie , que 
jamais aucune grandeur concrète ne saurait résulter d'un calcul 
exécuté sur d'autres grandeurs concrètes toutes d'une nature àilîé- 
rcnte de la 6ienne ; et je crois avoir prouvé en même temps que 
les ëquaiions de la mécanique , dont le pbysiden d'Edinbourg pensait 
pouvoir tirer avantage contre M. Legcndra, ne dérogent aacune-* 
ment à cette loi. Ainsi , point de doute d'abord que M. Legendre 
ne soit très- fondé à rejeter comme absurde l'équaiion csst{A, B, C) 
ôu son équivalente C^T{À,S,e), 

II. Quoique je sois trés>loin de prétendre , avec M. Legendre , 
qiie tout angle est unncmbi e abstrait; je n'en suis pas moins dans 
l'intime persuasion que M. Leslie est complètement dans l'erreur, 

lorscjuil admet une exacte parité entre les angles et toutes les 
autres sorte» de gnndeun concrètes. L'angle eitt, en effet, la seule 



,74 ALGORITHME 

grandeur dont on puisse se former une idée absolue , une idée 
eonimunicablc par des mots , sans le secours d'aucune comparaisoa 
^ d'autres grandeurs de b même nature ; c'est euesi b eeule grau* 
deur qtti sotl néeetsairement limitée dans ses accroîssemens ; car , 
bien <pie le caleul {luiase souTcnt conduire à considérer des angles 
plus grands que quatre angles droits , il n*en demeure pis moins 
certain quer Tosage que l'on fait des angles en gooméirle n'exige 
î«mais qu'on en emploie aucun qui excède cette limite. Que l'univers 
croisse ou décroisse dans une proportion constante quelconque, tout 
croîtra ou décroîtra suivant coiia itu'tnc proportion : les angles seuls 
deoieureront invariables ; et c'est même là le fondonicnl (\r la 
similitude. En un mot , il n'y a , pour les angles , ni nucroscope 
ni télescope ni illusion optique ; et le plus ou le moins d'inter- 
valle qui nous en sôparc ne change absolument rien è leur aspect. 
Lois donc qu'on dit que toutes nos connaissances roulent unique* 
tnent sur les rapports que 1rs choses ont entre elles f cette pro- 
position ne peat* être admise que sous la condition de faire , à 
l'égard des angles , une exception formelle. 

La parité que l'on voudrait établir entre Tangle droit , considéré 
comme mesure natur* llo des angles , et le quart du méridien ter- 
restre , consid<^ré comme mesure naturtille des longueurs , ou rncnre 
la durée de la rotation diurne de notre terre , considén-e comme 
mesure naturelle du temps , me parait reposer sur une équivoque 
palpable » et ne saurait être sérieusement soutenue. Que veut«on 
dire, en effet, lorsqu'on dit que le quart du méridien terrestre et 
ses sons-multiples sont des unités de longueur prises dans la na- 
ture î Sinon que -ce sont des unités qui ne sont pas» plus parti- 
culières à une contrée de notre globe qu'à toute autre ; que ce 
sont des unités que tous ceux qui l'habitent peuvent également 
regarder comme les leurs , ^arce qu'ils se tronvcnt tous en même 
situation par r;ipj)ort a elles. Ce sont des unîtes prises dans notre 
nature humaine et terrestre ; mais qui ne sont pas plus n^iturclles 
pour les habitans de Saturne ou de Jupiter que ne le serait pour 
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nous la longueur du quart du méridien de Jupiter ou de 
Saturne. Que , par un (événement qu'on ne peut prévoir , les di- 
mensions de notre globe viennent à éprouver quelque changement , 
et di»-loi« notre mesure naturelle des longueur» cessera de l'être , 
parce que dè»-1ort nous vivrons sous l'empire d'une nature différente ; 
et tout ce que je dî* ici du quart 4,u méridien lerrestrertonsidévf 
comme mesure naturelle des longneurs , peni être sîgoareasemetM 
appliqué , muMis mvUmdis , à la durée du jour et de- stfs puniev, 
considérée comme taesut» naturelle do temps. 

La vérité est qu'au lien de considérer l'angle droit comme £1 
mesure naturelle des angles , i! serait pcut>éire- mitfuS, pour étilicï 
toute équivoque , de dire que l'angle droit est une mesure des an- 
gles prise hors de la nature matérielle. Que I on conçoive , en 
efTet , tout l'univers anéanti , nos mesures prétendues naturelles des 
longueurs et des temps le seront avec lui ; mais pourvu qu'il reste , 
dans cet univers détruit, un plan fixe et indéfini et un cire intel- 
ligent , cet être pourra encore se former une idée nette dis Vê»^ 
droit , et créer même la géométrie rationnelle toute ^iin. • 

En un root, si les angles ne présentent aucune di/SiNnee tnu 
triusèque avec toutes les autres 'sortes de grandeurs- simples , qu'on 
efsaye donc de découvrir dans l'étendue linéaire on dans la durée 
indéfinie quelque nombre 'absolu 9 analogue au nombre w , que 
l'en dédoit si naturellement de la oonridéraâ<m' des angles f 

IIL Je passe à l'objection la plus grave pei]|t-étre. Comment, di^on, 
SI le raisonnement de M. Legendre était concluant , nn raisonne- 
ment en tout pareil au sien, pourrait-il conduire ^ une conclusion 
évidemment absurde ? E.xaminons donc ce raisonnement qu'on pré* 

' tend opposer à celui de M. Legendre« 

On dit communément que l'on peut , par des formules analitiques , 
obtenir un angle d'un triangle en fonction de ses trois côtés ; niais, 
en s'énonçnnt ainsi , s'exprimc-t>on d'une manière correcte ? je ne 
le pense pas. La formule connue 
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ou toute tntra ëquivalcnlG , ne donne pas l'angle , m:ns bien son 
^ CMÎmiS, en foiielUxi des tiois cotes. Ce cosinus est-il tabulaire ? c'est 
un nombre purement abstrait ; et nous n'avons jamais prélondu nier 
qu'on ne pût déduire un tel nombre d'un calcul exécuté sur trois 
loiifj;ut->urs données. S'agii-ll , au conliaire , d'un cosinus {^rapbique? 
dès lurs il y a uu ra^on A sous-eaieudu ; et | ea le ccsûtuani, 
U formule devient 

C«.c=«.^^ i 



-e*ett-l-dir» donne une longueur égale à uner autre longueur 

multipliée par un nombre abstrait , ce qni rentre exactement dana 
le» principes que nous avons d'abord eoiposés, 

MaiSf dir«-t-on, nVt-on pas 

f »Tang.C-;Tang.'£+7Tang.>(7»iTang.'^4*....T î 
V«*t-on pu d'un autre cAté 



Tan» — a'b''--a 



a'ca rësuI(e-t-H pas 



» 
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-"«> it' ' t 



tt m foilà - 1 - n pas un tngie triangle «xprioii uniqneineiit 
«D fonction de ses troU cdtë» ? Ou encorv ne ToUe c>U pat un angle 
1^1 à un nombre abstrait, aiûvant la doctrine de M. Le^iidra? 

•Ce raisonnement tombe de loi»m€m«t nmarfiiant qu'on ne 
parvient i la formule 



qu'en admettant , formellement on tacitement, que Tangle tel que l'arc 
compris entre set côlés et dcrrit de son sommet comme rentre est égal 
au rayon qui a servi à le décrire a été pris pour unité : et rcla est 
si vrai que , lorsqu'on est parvenu , par cette formule , k la valeur 
numérique et ab&traite de i'angic C , on est indispensableineoi forcé 
d*eyoir égard à ciÂle eonveoâon , pour parrenir & la grandenr 
graphique de cet angle» fin ddsîgnant donc par m Tangle unité , ai 
touiefois on Teut que C aoit un angle ^ notre formule sera véri- 
tablement 

• ~ a*-*-*'—** 

• s *fiV^ a*V4-i' 'a'4-2<;'6>— r«l 

"~T j : — ^r^.-»^ J 

Tom, X, a4 
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qui rcnlrc exactement dans les principes preccdemmcnt claWls. 

Je uiiésilerais donc pas à défier t<''us les gi-oniètrcs de l'Europe," 
sans en excepter mûme M. '\'\'ron>ki , (]ui po5scdc lant de merveil- 
leux secrets eu aualisc , de nuus □loaucr une iormulc analitiL|tie , 
déduite d'uD raiaonnemeiit ri^ureux, d»t» laquelle un angle pro- 
prement dU.4oU;cefil <Ua« «a membre, et dont l'autre soit une 
pure fonction de taht de droite» qu'on voudra; à moins cependant 
que, comme dans la formule que je Tiens de discuter , on n'ait 
fait • soii iniflicitemeilt , Mit eapKciteoittnt , quelque angle égal à 
l'unité. Un angle n'c»t donc pas et ne saurait £tve un nombre abs- 
trait ; il ne saurait se présenter sou<; cnitc fiarme qu'après qu'on a 
fait choix de l'ajig^ unité ; mai» alors il n'a rien , en cela qui lui soit 
plus particulier qu'aux longueurs et aux temps , qui se piVseniont 
aussi sous la forme de nombres abstraits , dès qu'on a fait choix 
de leurs unités respectives. Que l'angle qui intercepte entre ses 
côtés \jn arc égal au ra^on soit d'ailleurs, plus ou moins que i angle 
droit, une mesure naturelle des angles; c'est là un point que je ne 
prétend» nullement décider , et que je u'enircprendrM pas même 
. discntér attendu que cette question est tôttt-i>fait étrangère à 
, mon sujet.. ... 

Nom .Toîtt- dme ûvincibleBwat nuaoïës ï coasîii^er ■oomme 
r absurde Ttéquation 

du moins lorsqu'on n'jr supposera rien de sous-entendu , et qu'on 
y considérera C comme un angle proprement dit ; et cela pour les 
méffle« raisons qui ont fait rejeter , par M. Legendre , l'équation 
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•t » s'il en ecl mmi, il aoat iaudn ë^tlemenl icjeter i'ëqoatioa 

r 

de laqu U« celle-U peut toujours è\rc cenaëe déduite j mais £iudr4-" 
t-U en conclure qu'on doit simpiement avoir 

C'est là vra'imenl , ce me «emble , <fM . réside toute la dïffieuli^ 
de la que»tUm. 

Dans la rue de rëclaîrcir , distinguons bien deux sortes de dd- 
terminations ; savoir : des détermînaiions graphiques et des d<ftermi<- 
nations arithmétiques. Connaissant uniquemnnt les trois côté» d'un 
triangle , nous pouvons en conclure graphlqupmcnl les trois angles 
du même triangle ; cela est incontestable ; mais arilhinétiqucmcnt 
il nous est absolument impossible d'en déterminer un seul. A parler 
même exactement , ce n'est pas nous qui déterminons les angles 
d'un triangle , ao mi^en de ses trois cdtc's ; et , quoique' ces an^M 
résultent bien véritablement de noa opérations sur les côlés dn trinnglai 
Us se déterminent en quelque sorte » d'eun-mèmea , et sans que nous 
ajons aucunement besoin de nous en occuper.. 

Nous pouvons dire aussi que nous ne faisons îamais graphique- 
ment lin angle égal 4 un angle d<mné ; car , quelque procède qu'on 
emploie pour résoudre ce problème , il se réduit toujours fiiialenient 
4 faire en aorte que l'angle donné appartienne à un certain (ri nglc, 
et à construire ensuite, au moyen do certaines longueurs, un autre 
triangle qui soit égal à celui«U. 

En j réfléchissant donc sérieuiemcnt , on parviendra à. se conr 
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vaincre que nos opérations graphiques ont uniquement des ionguenrs," 
mais jamais des angles pour objet. On peut remarquer aussi que , 
tandis que l'on peut graphiquement conclure certaines longueurs 
d'autres longueurs données , certains angles d'autres angles donnés * 
et même certain* angles de eertaînea longueurs données } îlett tout- 
à fait impossible f aéme graphiquement, de conclure de tint d'an* 
gics donnés qu'on voudra , une seule longueur qui ne «oit pas tout* 
à-fait arbitraire et indéterminée ; nouTcUe preuTO qu'il n*y A pM 
entre le* angles et les longueurs cette perité que M* Leslie a cru 
p'iuroir edmettre. 

D*un autre côté , tendis qu'une longueur donnée et unique ne 
saurait ja(na'u donner naissance à un nombre abstrait , déterminé 
pour chaque longueur,* en particulier , et variant d'une longueur 
à l'autre ; un angle Unique , au contraire , donne de lui-même 

paissaiire à une multitude de tels nombres , tels que les sinus , les 
cosinus , les rapports des arcs , de leurs cordi>s ou llcchcs au rayon, 
etc. i et cela sans qu'on ait aucunement Lcsoin de statuer préala- 
l»lenicnt sur l'uniie de mesure de ces angles ; et de même que ces 
nombres abstraits sont donnes par les angles auxquels ils répondent, 
ces mêmes angles peuvent. 1. leur tour en être conelua. Ce n*esl 
même qu'au mojen de. eea ooinbree qne nous opérons aur lea 
angles ; car , par exemple , lorsque , dans la vue de faire 
un angle égal 3i uo angle donné « nous conslmisons un triangle . 
d«nt l'angle cherché fas^ie partie , et qui soit égal k un autre 
triangle , , auquel Tangle donné se trouve appartenir , nous ne 
aous occupons pas proprement de la longueur absolue des côtés 
de ces deux triangles , m^is seulement des rapports abstraits entre 
ces côtés. 

Et c'est précisément dans CCS considérations , comme l'obserTC 
fort bien M. F. M. , qu'on trouvera la solution' de la dilTicidtë 
qui nous occupe. Quelle est donc la différence essentielle entra 
les deux équations 
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C«ft '<|iia p tî U i^mnître pouvait dépendre de c , ce côté c dernît 
y figurer en personne, s'il est permis de t'exprimer ainai) de aorte 
qu'elle conduirail à la conclusioD absurde 

tandis que , dans l'autre , au contraire , l'angle C peut fort bien 
ne figurer que par quelqu'un des nombres abstraits ses re[»rësentans , 
et n'y peut même Hgurer que do cette manière , puisque nous ne 
faisons jamais des angles qu'avec des rapports de longueurs, c'est» 
à>dire , des aombrea ibstraita. Appelant donc n le nombre abstrait 
par lequel Hgure Tangle C dani, h seconde -équation ; cetto 
éqtiatioD reviendra à 

qui n'im]i}ique aocane abanrditd. 

Mais res considérations , en admettant même qu'elles dissipent 
complèteoicnl rcspcce de paradoxe qui fait le sujet de la Ircmiènie 
objection de M. Leslie , ne sont-elles pas prises en dehors de, la 
question qui nous occupe ? Cette constance , pour vit même an^le , 
des divers nombres abstraits par leaqoels les angles peuvent être 
représentés, n'est-elle pas une conséquence du principe de la sinii- 
iilude ? et ce "principe lui-même ne prcsuppose-t i! pas , à son 
tour , celui que M. Legendre se propose d'établir i liax un a^i , 
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n'y a-t-ll pas îcî quelque cercle yicieux ? C'est là une difficulté 
assez grave à laquelle l'csiimable ^eomélre de Genève ne parait 
pas aToîr son^é , et que )• ^me coiitaiteiiî d'abuiâoiiiMr à se$ 
«éfittûona et & celU du lecteur. 

IV. J'îiuisterM peu sur robjetion qui consiste k satoir si les deux 
c6tés «1 à concourront rëellemeiii en un point » quelle que soit 
]• longueur du troistênie côté M. F. M. e tres-bien obserrd 
que cette objection , reciM-ahle si les deux engles A, ëtaîenl 
pris au hasard, cesse de l'être dès qu'on suppose qu'ils appar» 

tiennent à un itianglo effectif. 

V. Quant à 11 dcrnif ro obje< lion f j'avoue qu'elle m'rmbarmsseiail 
peu s'il ne nie restait nurun .snupule sur la (If'rj-onstr. tlon de M* 
Legcndrc. C'est sans doute , suus le point de tuc pliilobophique , 
une question d'nn grand intérêt que celle de savoir pourquoi on 
ne peut quelquefois , par certaines méthodes , attfîndre k des 
▼éiîtés qui se montrent au contraire facilement accessibles & d'autres 
manières de raisonner ; nan enfin , lorsque ces demirres conduisent 
sûrement au but , la vérité n'en est pas moins solidement établie. 
Avant Lagrange, on ne voyait pas trop clairement d'où naissait 
l'immense avantngc des notations di/TorenticUcs sur les procédés de 
l'ancienne gëomt.'trie , et rependant on n'en a\ait pas uioltis admis 
sans cuntest.ition les résultats nonabreux et noii\ enux . pour la plu- 
part , aux<[uels l'emploi de ces notations avait cuicJuit. 11 est peut- 
être même aujourdhui tiès-pcu de géomètres qui ne soient pas 
dans U mime cas 4 l'égard des procédés du calcul des variaiions, 
et on n'en trouverait pas sans doute un grand nombre qui sauraient 
traddre les méthodes de ce calcul en procédés purement géomé- 
triques ; ce qui n'empêche pa» cependant que tous ne s'abandunnent 
\ ces procédés sans la moindre hésitation, sans le moindre scru- 
pule ; parce que tous ceUx qui en Font usage sont bien certains 
de la rigueur des principes qui leur servent de base. 

VL 11 est encore une objection que persi>nne n'a jamais songé 
à Opposer à AL Legendre , et qui . poiutant n'est pas moins sérieuse 
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que les autres. On n'est point encore parvcn'i h. dc^rnontrer n^llc- " 
ment jusqu'ici -qu'une cqualiou algébrique , à une sculo incunnuc * 
dont le premier membre est une fonction ratiouncîlc et ontiere , soil' 
toujours résoluble par rapport à cette inconnue , et cependant la 
démonsiratîoB d« M. Legendre admet qu'une équation dont la 
forme méaie tii supposée inconnue , ei qui petit CoM^kjuemment 
renfenner de» transcendanles dont noas n'avons .jamais rencontré 
de modèles , est néanmoins indistinctement résoluble par rapport k 
Vvn quelconque des élémens dont tfUe se cotnpose. 

. j ' * 

La conclttsion que Je erols pouvoir tirer de font ccct, c'est que 
quand même on parviendrait à prenver que la démonstration de 
M. Legendre est tont-k-faSt rigoureuse , ce que je me garderais 
bien de garantir , et ce qui , tout au moins , reste encore & faire ; cette 
démonstration reposerait sur des principes tr»p délicats , et serait 
sojette h des objections trop graves oi trop nombreuses pour pouvoir 
être regardée autrement que comme un objet de pure curiosité. 
Je perisc donc qu'il vaut encore mieux en revenir aux idées de 
Bertrand sur la nature de l'angle , et démontrer le théerèmc dont 
il s'agit , comme vous Taves fait voaa-mtaie , lloosiew , à la page 
356 de votre troisième volume. 

En m'exprîmant ainsi , je suis loin , an surplus , de prctra^- 
proscrire absolument ^usage de la notation fonctionnelle dans la 
démonstraliMi des tbéôrèmes de géométrie ; mais j'inclinerais du 
moins à penser qu'il convient de ne Tomplnjer qu'avec beaueoup 
de circonspection , toutes les foJa que les fiîtonnemena doivent 
avoir des angles pour objet 

Agréez, etc. 

Lyost le i5 de novembrr^ 1819. 
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QUESTIONS RESOLUES. - ' 

Démonstration de la faussplé du théorèmn énoncé à 
la page 52o du JJC,' volume de ce recueil 



Far M. FBÉDisiic Sabrus. 



XiE théorème dont il s'agit consiste en ce que tout nombre impair 
an^i serait ou ne serait pas premier, suivant que l'un (ies deux 
nombres 2" — I , 2 serait ou ne serait pas divisible, par 

an-hi. 

En cherchant à dc^moiitrcr celte proposition, je l'ai trouvée e» 

(îtîl.int pour le nombre ^4"* 

Ua a , en eU'ct , 
« 

a*— 1=31 , 3^+1 = 33 ; d où a'"— 1 =:3i.33=34i.3 .} 

donc 

et par suite 

2"»s=(34i.3+i)'^ , 
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«i l'on développe le second membre de celte équation , lous les 
termes de son développement excepté I9 dçroier t seront, divisibles 
par 341 i de sgrie ^u'on peut écrire 

• . . • ' ■. ' - . 

m 

k désigoant uq nombre entier} or, de là résulte 

' ■ t ... 

ainsi, est divisible par 3^1 1 bien que ce nombre ne soit 

pas pnmyu* 

n est done eerl»iii 4|ae Tiiim de» deux fentinlM 1*— ■ et a'H-< 
peut être divisible perle nombre impair m+i , aan» qae,ce nombre 
èoit premier ; mab il n'en demeure pae mmoa oettain qne , lorsque 
œ nombre est premier, il divise néçessairement Tune oai'aotredo 
oes deux formules} ce qa'oQ peut prouver asses simpleneiit comiM 
il soit. 

Soit p un nombre premier quelconque , on aura 



V «. / » • t a 1 a ■ I. ■ * 

1 • 1 a 1 » 3 



p p— , a p p^i.p , 
• 1 a 3 £ a ' ( 



35 
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Tous les termes du second membre de celle équation sont, comité 
l'on sait des nombres entiers. De plus , ils sont tous divisible* 
par p, qui ne saurait se trouver aa déoomiuateur d'aucOD' d'eux f 
donc i.** lorsque p est premier « 

■ ' * ' ' » ' . î ' * 

est an nombre entier. 

Supposons présentement que le nombre premier p s^t un nom- 
bre impnir de la forme 3At-Hi t substituant dans la formule elle 
dcTtendra 

or, a ne (MiiTatkt* être âiVîaïble |^ar'1« Botaibre' prèmler tinpaîr 
aÀ+i , H faot que ce soit le'produit' t^"^i)(3'''f*>)> et- par sotie 
l'un où l'autTA de aea facteurs a*— i » a*"^t • qui sott divisible par 
ce dîvisettr. 

IM'atirons-nons donc rien de plus simple que le théorème de 
Wilson, pour juger , à priori , «i un nombre donné est ou n'est 
pss premier ? Il nous parait du moins que son proct'dé est susreptib'e 
d'abréviations notables, Dabord comme tout nombre compose a 
tonjours au moins un diviseur premier moindre que la racine <lu quarré 
le plus approchant en plus ; on voit que N étant un nombre donné , 
e\g f h deux nombres premiers consécutifs , tels que g*<N et > /V' ; 
•î Ton fait le .ptoduit i's9i.^.3.-».7.it.«„^ des nombres premiers* 
josqtt'à g încioMTement } soÎTani: que P ét N auront ou n'auront 
pas un commun dÎTiseur , N son composS au premier : on peut 
même, dans ce produit, supprimer les facteurs 2.3.5 , attendu que 
ces facteurs a« reoonnaiuent 4us un nombre -à la premièm ins- 
pection. 



Digitized by Google 



RÊSOtUlSS. 187 
JMo»! , p«r oxelnple » puisque 4oo est le quarrj de 90 , il suffira , 

pour reconnaître si un nombre inférieur à 4oO Oti iDème à 44' 
est composé ou premier , de chercher s'il a ou n'a pas 00 dÎTiseor 
coinroMn avec 323a3 = 7.i i.iS.i 7. rg. 

A [a vérité , ceci suppose qu'on a iino table fies nombres pre- 
miers qui s'étend au moins jusqu'à v/I^;.mais si l'on était privé 
d'une pareille table, on en serait seulement rddull à substituer au 
prodoit desnimibres piemiers le produit 7.1 i.i3. 1 7.i9.a3«25.99.3i^5* 
37m.4« dea nombret de la fome 604! 1 ^uî , 'eomme r-on aait, 
«ompreod tous las nombres premîofs (*). 



(*) Nom nobt «oinoMfl anarft qae la loi A»r M. Samn vient de démontrer 
la fausseti^ se loutient pour le* 70 premiers nombres oatureli t peut-étr* même 
ae ■outi«nt-eUe beaucoup au-deU ; et c'en est a»a«z pour montrer ^uel fond 
00 doU iaîPB jme IVadÏMCfan , waitM «a aMiliADatii|uea. 

Il tenit corieoz.de savoir qrnl est le pins petit nombre composé peor lequel 
elle est en déhnXt Cl fusUs ctt U SoéÊbÊ gjiaéah des noaubres pour laquelle 
elle est fausse. 

Noos saïMioa* cane oeesMOa peor observer que , dans hinspraiilon da 
némoira de M. Sarros,' iniéré à la pag. 33 de ce vofcme » il ^esi|;1i«sé divenes 
erreurs , dont une ùttrffïïfo et de optufo i le lenArp îiwiieMig|Me : en voiai 

U correction. * • 

Page 37,11900 3» pour 4a, UstM t +««^^ • 

Vr^c 7 ; pour i«, Iistt : l«. ^, 
P.igc 43 1 lignes 4 t ^ • 6 , 8 ; les premiers membres qui sont «i , aot , 3aiy 
n«r » doivent être «lAj t 3a,yf, , 3a,A^ f^tWtA^» 
Page 49» liSM 3» an dernier tenna ; »-|pa , Itec : o4«* 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorèmes aanaiise. 
propose de dtfmontrer les deux formules que Tolci ; 

Arc<Tane.=x)=:r- -J_ + _. (^_) 

Problème de prohahililé» 

On a mal compté n fois conscculivement les ccus qui se troa- 
vaieiit conAïus dans un sac ; et Ton a obtenu les nombres a, , 
<7, , <7, , .... <7„. On demande, i." quelle est la probabilité que le 
Douibrc do ces ëeus est ûl a.* quel est le plus probablement Je 
nombre des ëcus de ce sac ? 3." quelle est enfin la probabilité qu« 
ce nombre d'écus le plus probable est le véritable ? 
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ANALISE TllANSCENDANTE. 

Essai sur le delffoppfmfint , en fractram continues » 
dos racines des eijunlions du troisième défibré, et sur 
Vappt oxif nation graphique du problème de la irUeclion 
de l an^le, 

Pbr M. FRiD^Bic SABKDa, 

'I. ISous «lions prouTer , eii premier lîea , qne la Solution d'une 
ë(]iiation quelconque do troistème dc^ré peut toajooctélrt ramenée 
à celle d'une autre ëquatiun de la forae 

où a est un nombre ponltf. ' 

En eJFet , U proposée n« saurait être , aprèe l'dvmouiaiement do 
second terme , que de Tune ou de l'autre de ces deux fonnea 

où il est permis de supposer que ^ et ^ sont des nombres entien , 
et où ç est un nombre essentiellement po«lif. 

Si c'est la première forme qui a lieu , il suffira de poser 



lu signe sopérieur ou le signe Inférieur ayant* lieu snirint que f 
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est négatif ou positif. En substituant et dîvÎMnt antiiîlt p» 
^ ^ \ » ^ viendra , en effet , ea transposant , 

^î,en faisant devient, ea eUel, 

St l'ëcjuation est de la seconde fonnt , on posera d'abord 

ce ^ui donnera , en substituant el divisant toujours par ^^3» 



posant ensuite , dans ceUe-rî 

ce qui revient , an surplus , à faire immédiatement 



elle deviendra, 

(4**-i)i/*»-i«+— •» 

ou f en quarrant 



ou, en développant) 
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en enfin , en traupoiant et extrejeat la racine quarriSe dea deux 
membfes. 



jqnatîon qui , en posant , t^^l s«y feVknt encore à 

Il n'y aurait donc d'exception qijc poor le seul cas oà la pro- 
posée aurait ses trois racines égales. Alors, en effet, p ^ qui entre 
comroo dénominateur dans nos formules f se troave nol « ce ^uî y 

introduit des grandeurs infinies. 
Soit j par exemple , Tcquation 

qui se rapporte & la première forme , en posant 

elle deviendra 

•4 

Soit encore Téquatlon 
qui se rapporte \ la aeeende forme ^ eà pèSHit 



elle d«v'Mndrm 

ou 



ÉQCATIOWê 



f 

y- 




12 M/^ » 



l'uaité ^tt'oa voudra. Posons . en effet , 

en subsûtiMiit dan» 

elle deviendra 

de aorte ^n'e» P*»»»* » P®"' ■^''^^e^ ' 

et e»tray«it 1» mU»e i,o.rtée . l'é^uaiion à résoudre sera 

équation «xacument de môme formeque î. p«>po.ée.Or. de l'^ualioa 

,ke , en qoarrant , ch-wat le dénomîaaiear et W«»po«nt 
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ou 



•1 



et par contéquait 

ou tf»-i<K— 0» 

la dï/Tércnce de a, avec l'unité sen donc moiodnqae U moitié d« 
la différence de « avec l'unité. * * 

DoDC , ai l'ou poM successivement 

r 



on aura« ^ud que soit d'ailleurs l'indice 

et la série « , f > Mra telle que la dilFér«Bee de 

chacun de ae$ termes area ronilé sera moiadra que la moitié de 
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la différence! avec celte même uoité du terme qui le prëcëdeia 

immédiatement. 

Il n'est pas m(^me dinîcîle de voir que , passé le premier terme 

dans la série des diilereiiccs a — i, a, — i, û,— i , ..a^-^if 

chaque terme aéra irëenement moindre que le lien de celui qui le 
précédera immedietement. En effet , il réonlte des relations ci -dessus 

qtt*auean des termes û, t 0« , 0| > .«^ ne saorait tire inférieur 

à ; et qulb sénat même toujours plus grands que celte fraction; 
on a donc 



d'oft 



donc 



mais on a , en général , par ce qui précède , 



donc, à/wriioti. 



'—<\, ou 4r.-.i<K*,_.-0 . 



comme nons TaTions annoncé 
Cette circonstance facilite singolièrement le calcul des quantités 

a,, a^, tf,. On sait, en cfiel, que , lorsque i est une 

très-petite fraction , on a sensiblement \/7r^ = i±7'; <î'o'^ 
toit que, lorsqu'on sera parvenu k des termes très-peu différcos 
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de l'anltt^ , on pourra poursuivre eu remplaçant l'extraction de la 
racine de la quantité sous le radical par la réduction à moitié dp 
sa différence avec l'unité. 

n rtf«olt« de U qu« àtm la $éM i , a, — i , a, — i » ^a., , 

chaque terme, que nous venons déjà de démontrer être moindre 
que le tiers de celui qui le précède immédiatement , tend sans cesse 
\ a*en être plus que le quart» Soit, en effet, ««.1^1^', /étant 
une tr^-petite fraction^ nous aurons 

ce qm domMm sensiblement ««si+i' > aura donc , aussi 
sensiblement , 

g»—' — ii — • . 
•—.—1"" i 

• 

<* ainsi » parvenue b ce point, la série ««i , i , 1 , m.i.«„— t 
sera facile à continuer , et on en conclura ensuite les termes «or- 

respondans à la série « , 0, , ^ , , Ok . 

On 'peut remarquer présentement que , si Ton avait rigoureusement 

on en conclurait, en transposant et décomposant, 

(a*„+i)'(*.-i)«o } 

d*où l'on voit que, tandis que l'une des racines des diverses trans-^ 
formées converge sans cesse vers l'unité ; les <l«>ifx autre; mnvor- 
gcnl en même temps vers la fraction — 7. On pouriM donc , p;>ss(^ un 
certain terme , tirer un parti avantageux de la méiliude d'approxi- 
mation de Newton , pour résoudre la dernière transformée , et rc- 
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monter ensuite ^ la valeur de jr , au moyen des relations ëtabliet 
ci^dessus entre x , • ^. « 

* 

< IlL A Ytàêà ds OM ralalioiÀi , la valeur de s pani êira dévelop- 
pée en fraction continue d'une forme fort élë^le. L'équation 
4^.'— 3#ssstf, donne , en transposant , 



maU l'équation dr^,r=ajr^* — i , donne anui , en transposant, 
divisant donc la première par la seconde , il viendra 

00 y on elMSSMit le dénominateur, réduisant et transposant 



d'où on tire 



3*«_,= H =14- — ; 



on aura donc cette suite dëquaiions 

• , ao, 



ajTiSiH » 



a»» 



d'où on conelnra facilement 



Digitized by Googl 



TBIS£GTI0I< .D£ L'AIiGLE. 197 

••«••M . . I ■—■■^ ■ 

fneliOQ cootîmie qui tendra continaellement à <e ré$oudlre dans. la 
frulioa përiodîqiM 

'+4 -4-1 a 

1 T".».' 



que l'on trouve ^tre ^galc à 3 ; de sorte qu'en poussant le d^TC* 
loppemeot assez loin , ou peut , , san» erreur sensible « écrire 



1 



IV. Le problème de la trisection de l'angle se réduisant , comme 
l'on sait , à la résolution d'une équutîon du (roisième degré , dans 
le cas irréductible ; les formules que nous venons d'obtenir sem- 
bleraient pouvoir en offrir une solution approchée ; mais elle ne 
saurait être d'aucune utilité dans l'application aux arts. Heureuse- 
ment on peut obtenir de ce pioUènie nneeolation graphique fc la 
An» trèe>iiniple et trèi-conTergeote. 

On a , en effet , par les théorème^ connu» , 

sSb«(3«^«r)c8$iaatfBiaSîn.aGM4V , 



eu bien, en tran^oMnit» 
Tan. 2C 



198 THISEGTION 

SiDui(aCpa^4'Co«^)sCos^iii.3tf » 



Cêla posiS', conûdëroDs !• formale 

, Sin.3a 
5lil^,« Co.3a ' (a) 



on en tîren , en {Trenant les diffiérenlieUes logarithmique* 

^»|Co<*jC| ■■ <]j(Cos.3aSin^ ' 



ou en mettent pour » vélenr donnée par T^quation (i), 

et tirant la valeur de -7— . 

Buiie , en eomparaat les égoaliona (1 f 2) , on tmI que , lorsqae 
ersstf, oQ e donc » dans ce même ces, la valeur de 

détient 

d* 

Tang.îtf 
Tan£.3a 

Donesî, dans le formule (t) , on fait x=a^ et jr,B, 
dtant un très-petit arc , on eura sensiblement 
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Cette expression devenant également nulle , lett qtie 3« toît nul , 
aoii- qu'il soit égal & l'angle droit ; elle doit être susceptibie d'un 
mësimtm entre ces deux liuMtea. Si, dans la vue de le déter- 

niîner, on égale à sàro la dilKfentielle de , il viendra, en 

Tang.3o ' • 

supprimant le dénoainatenr et divisant par Sin.*âCos.'d , 

(Co8^Ços4fr*Sin.3«Sin^);Slii3«Coe.«^Coa.30$iii4i)as o ^ 
ou bien 

Sin.a«CM.40aô i 
en almpleoient * , - 

puisque Sin.3tf=o répondrait an mtUmum. Oa «un 4oiic, dam- 
le cas du masimum , • 

* V* 

de U ' . 



.d*oft 

Tang.*4i=:5i/5— 7 j 
jtn «un d'ailleoiè« dans ce cu> 



too TRISECTION 

donc finaUmcnt on aura , dans le cas .du masimum i 

Tante 'a _ 

^^j^=(5v/a-7)(l/l-0=i7— i2|/i<o,oa94<îî i 



c'ea^ à-din 



*<5 



d'où i! suit que , dans la formule (a) , en mettant pour x une 
valeur qui dlHere peu de <7 , la valeur qui en résultera pour jr, 
ne difltiiera de a que d'une fju->nlitë au moins 33 fois plus pe- 
tite ; de sorte qu'en remettant celte nouvelle valeur pour jr dans 
la même formule , et poursuivant toujours ainsi , on oblieddn une 

•uiM de Talcura s , Si, x^^ x convergent» Tera a , telles 

dans le cas même le plus défavorable, la différence de 
ebacune avec a sera plus de 53 fois moindre que la différenee avec 
le même arc de celle qni la, précéderai' imniddiatement. 

Il n'est donc plus question que de trouver une constraction qui 
réponde i ces indications, et représente le formule (3); or, c'est 
Jà une cliose extrêmement facile. Soit , en efl'et , ASB ( fig. i ) un- 
angle donné dgal <i da , qu'il soit question de diviser en trois par- 
ties égales. De son sommet S comme cetHre , et avec un rayon 
aibitrnire, soit ddcrit , entre ses cotes, un arc MN. Par le même 
sommet , soit clcvdc à l^in quelconque SA de ses cotes , et dans 
le sens de Tautre , la pcrpcndienlatre SC, sur laquelle soit prise, 
\ partir du point S niie partie SD A peu près égale \ la corde 
des deux tiers de Tare BIN \ aox deux tiers de sa corde, par, 
exemple. Dn point D comme centre , et avec un rayon double 
de SMsSN , soit décrit uii ire coupant èn £ le prolongement 
de $A$ et soit menée NE, coupant SC en D, -, alors SD, sera 
une valeur plus approchée de la corUc des deux tiers de l'arc MN ; 
substituant donc le point D, au point D, on obtiendra, par un 
semblable procédé . un nouveau point , tel que SD, sera une 



f 
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taleur beaucoup plus approchée encore ; en poursuivant donc tou- 
jours ainsi , un parviendra trci-rapiderncnt à une valeur exlrcme- 
nent approchée de la e»rdi» des deux tien de MN« 

€«ette «Mbtrueâoa ait astrèmtinent lÎMMla -k -jnilifiar 4 «ait > tn 
•ffet , mené le sinua KP • et loit pri» pont imité de longocur le 
rayon SMsbSN d'où DEsss} en. nommant 2jr et sjp, lea arcs qui 
•répoodent ans eordea dont lea lon^ueara aont SD et SP* , «a 
aura 

aStnwr.sSD.sKP.-— sStn.3a = ^ ^ : 

'^"'•*» • P£ SE+Coi,3a , aCo».3» • 

laaia on a 

»- 

$E= |/Di*-s&* = v/4-4&iu»*=«Co9,* r 
dmie y en fabalituont et féduiiant , 

»m«»,— — » 

qui est précisdmcnt notre formule (4) 

Dans cette trisection , qui est plus simple , en quelque sorte ^ 
qu'une bisscction , on pent , sans inconTenient , placer , dès l'abord , 
le point D d'une manière tout-à-fait arbitraire, et conséquemment 
le placer en S , ce qui est plus simple ; et dès la seconde opéra- 
tion f l'errear aara déjà peu aensible. On volt par là que , si l'ott 
a'était trompé dana quelque opération, l'opération qui aulvrai) cor* 
riderait aoaaiidt ce que celle-li aorait donné de défectoeux ; ainsi 
qu'il arrive dana la méthode dTapproximalton de Newton pour Jfi 
lacioe» incommanauraUei dea équations numériques. 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Démonslration d'un théorème de géométrie ; 

Fur H* YscTEV» lîceocîé ès sciences, ancien professeur 
de malHématiques spéciales. 



HEORÊME. Soit ABC ( fîg. 2) un triangle quelconque . dans 
lequel soient menées les droites divisant les nngics en deux parties 
ég.iîcs , que l'on sait se co'i[>er en un nirme point O, et qne nous 
supposons se terminer aux cùtrs respectiremcni opposes en D , 
E , F. Par les sommets soient mondes des perprndn ulairei à ce» 
droites , rencontrant les prulon^cmens des cotés respcclivemeni op- 
posés en G, H, K. Sur DG, EH, FK comme dtamèires soient 
d^la dflt cercles , doni les centres soient respeciiveineot L , 
M t N. " « 

I.* Les trois points G; H , K, serant en ligne droite { 2.* les 
trois cercles . passeront par les deux mêmes points P » Q; d'où il 
sait 3.® que leurs trois centres L> M* N seront également en 
ligne droite. 

Démonsiratt'on . Si Ton conçoit trois droites TF , FD, DE, qne 
nous ne menons pas , pour ne puiiil cornplu^ncr la ligure , il est 
connu (*) qu'elles concourront avec les prolongemtns des côtes BC, 
CA , AB , en trois points G, H« K, qui appartiendront à une 
même ligno droite , et l'on aura 



# 

iXi Yoycs la pagjfc ag6 de ce toIkdw» 
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BD;CD::BG:GG , 
CE: A£::CH:AH , 
Ai ;BF::ÂK: BK . 

M«U M > lur DG comme diamètre , on dëerît une. cîrconriSrence , 
on «ait que cefle ligne est le Ken des sooimets' de tous les triangles 
qui ont pour base BG et qui sont tels que , «l l'on tire du som* 

mei de l'angle opposé k BC une droite au^at D situe «qr ce 
côté, celte ligne divi2>ert l'angle d'où elle part.en.deux paities 
égales ; donc la circonférence décrite sur DG paswra par le point 
A ; d'où 11 suit qu'en menant AG , cette ligne sera perpendiculaire 
sur AD. On dcmontrerait de même que les circonférences décriies 
sur i£H , FK passent respeclivemenl par les sommets ïi , C , et 
que les droites » CK. sont respeciiveineQt perpendicolaires sur 
BE , CF. Or , nous avona rappelé plus haut que les trois pointe 
G t H , K sont en ligne droite ; Hi preaûire partie du • théorème 
se trouve donc ainsi démontrée* 

Pour démontrer la seoonde , ■ nonsi allpns d'abord, tappooer. qn*oii 
• décrit les deux circonfiérenccs DAG , £BH» se oonpaat en P« 
Q , el faire voir que la troisième FQL passe par cet deux mèaiM 
points. 

En effet , si l'on ronçolt àc^s droites PA , PB , PC , que nous 
sous«entendons , pour ne polni trop compliqufr la figure ; à cause 
que le point F est à la fois sur les dcux^ circoDférences DAG, 
KBH, on aura 

BD:PCt:BPtPG , AB:EG:«APiFC , 

d-oi 

AEXDC;ECXBD; AP::BP î 

mais on • 
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AExIKxBFaCExBDxAF » 

ce qui revient à 

Â£xDC : C£xBD : : AF : BF { 
éoÊtf k cMue do rapport cominnn , 

AF:BF::ÂP:BP; 

ce qui ddmontre que le point P est sut la troisième circonférence -, 
et on en dirait autant du poiot Q. La seconde |)8rtic du théorèmo 
se trouve donc «'galempiil dômoniree. 

La droite qui joindrait les points P , Q serait donc une corde 
commune aux trois cercles ; la pccpendîculaire sur son milieu con- 
tiendrai! donc leur* centres; ces centres «ont donc en liijne droite » 
comme l'uinonee U troisième partie do tbëorème. 



GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

'Sohiiion et conslruditm géométrique ~ du XXI 
problème de rarîthmétîqpe iioivenelle de NEwtOH i 

Par M. GsRGONMB. 

IjE premier des trois problèmes do mnthcmatiqurs propos(!s celle 
année au concours général des « oUeges royaux de la Capitale , nj'a 
rappelé que j'araîs résolu et construit depuis long-temps , d'une 
manière qui me parait a&sc^ stuiple le XXIV/ problème de 

VAHthmitiqm 



Digitized by Google 
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X Arithmétique universelle de Neivton , sur lequel les auteurs 
d'éli'ttiens sont si souvent revenus , cl qui a quelque analogie avec 
celui-là. Je vais exposer ici la solution que j'ai obtenue de ce pro- 
blème* telle que je U donne chaque ann^e dans mes cours; «près 
«n avoir,, toutefois, aa peu génëralîsd l'énoncé. 

. PROBLÈME. Deux droites indéfiniês t sê cùvpant s<nu vnangh 
quelconque , étant données dt position SMT m plàn , et un point 
du même plan étant donné de position par rapport à ces droites: 
on propose de mener , par le point donjiè , une. droite indéfinie de 
telle Sorte que sa partie inicrrrpiee entre Us deux droites données 
soit é^ale à une longueur donnée ? 

T/tèse. XX' , Y Y'' ( fig. 3 ) , se coupant sous un angle quel- 
eooqiM en O , sont les deaic droite^ indéfinies données de poMiion | 
P est le point donné de position par rapport à ces droites , àsns 
l'angle XOY; et parleiquel il s'sçtt de mener une droite de telle 
nanière f|ue sa partie AB , comprise entre les denx droites données, 
soit égale à une longaenr donnée ^» 

Discussion. Avant d'entreprendre de résoudre un problème de. 
géométrie , il est souvent utile d'en examiner attentivement les 
diverses circonstances , de manière à s'assurer à l'avance du ré- 
sultat qu'un doit s'en promettre. Livrons>nous donc. à ccjjte discussion 
pour le présent problème. 

ôti voit d'abord qu'il est impossible de mener par le point P , 
une droite qui ait une partie finie interceptée entre les côté» de 
l'angle X^Y' ; ainsi le problème ne saurait avoir de solution dan» 
l'opposé an sommet de Tanglc qui contient le point donné. 

Si , par le point -P , on mène, deux dvoiiës , Tuna passant par 
0 ei l'antre parallèle à XX' ; leurs parties inlerceplées entre les 
c6tés de l'angle YOX^ seront nulle pour la première- et infinie 
pour Vautre. Si donc on conçoit qoe la première tourne autour du 
point P en se rapprochant sans cesse de la seconde, 'a partie in— 
l^ccptd(^ entre les côtés de l'angle YOX'' croîtra par dngrés in*. 
Tom» X* ad 
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seii&ibies depaîs tén jusqu'à l'infini ; d'où il mU que , quelle que 
puisse étM U longueur donnée « , il jr ftm tonjotm «ne poftûoa 
interaiddiairt 4« ottw draile mobile pour laquelle la partie intar- 
eeptiie aera égale i celte loognear ; et , eemnae on pouirait éridem- 
meat dire les mémet efaoees de l'angle XQY't il en lant eenctofe 
que le problème a toujours nécessairement une solution effective 
dans chacun des deux supplément de l'angle qui contient le point. 
P ; reste donc i savoir ce qui se passera dans cet angle même. 

Remarquons d'ubord qu'on ne saurait , par le point P , mener 
une droite dont la partie interceptée entre les côtés de l'angle XOY 
fût nulle , ni mémo d'une petitesse donnée ; c'est-à-dire , que cette 
partie interceptée esi ici suscepiiUle d'un minimum. Supposons donc , 
pour un moment , que ce minimum réponde à la position AB î 
dans quelque aena qne 'Fon fêtae tonrner jeelte droite AB autour 
du point P , sa partie interceptée dana l*angle XOY croîtra , dana 
l'an et l'euire cas , par degrés insensibles , jusqu'à pouvoir devenir 
infinie ( d'oà il suit que , dens l'angle XAY , il y aura deox so- ' 
Itttions , tant que le longueur donnée c surpesaara eelle qui convient 
au minimum ; une seule , lorsqu'elle lui sera précisément égale ; 
et aucune lorsqu'elle lui sera inférieure ; c'est-à-dire , qu'en général 
il peut indistinctoirx nt y avoir deux solutions cfFertives , une seule 
ou aucune , ^ans l'ongle même qui contient le point donné , suivant 
la grandeur de cet angle , la situation du point donné par rapport 
à ses côtés et la longueur donnée. ^ 

Ainsi f en résumé , le problème ne saurait jamais avoir ni plus 
de quatre ni motos de deux solutions eAeclives ; e*esi-li-dire » qu'il 
doit conduire k une équation du quatrième degré , ayant néeessai- 
renient deux de ses racinea réelles , tandis que les deux autres pourront 
être indistinctement réelles et inégales , égales ou imaginaiies , 
auivant le rapport de grandeur des données. 

Les quarre solutions sont rcpréesentées dans la figure 4,oftAB9 
A'B'. A"B'', .V'Ii"^ sont les parties înterceplces. 
. Solution. Soit pris l'angle qui contient le point donné pour angle 

• * « 

/ 
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^0» coordonnées posUiv«» , décigoona-le pa* y , M.'ioSeiit « , 1 le» 
CQMrdoimëct do point donné. Une dfoiu yelcanyi panaat par 
eë point «im me ë^watloa de U focm» 

«t la (juestkm se troaven rëdnite è assigner le vdear de M qnî 
lend ëgele 4 ^ le pertte inltreèptée entre les asee dee co(»« 



Si y feisent raecesnvement jr et s^hut à séve^^ani cette ^qnap 
' tion , on le lésbat eosmte per reppom k s *t y, fespectifeiMot , 
on en tirera 

W jp, jrss*-^«/ 

çe iont done là les segmea» întereeptës par nein draite; aor let 1 
deux e«es , à paHir de Torigine ; on , en d'entrée tennet, ce «ont 
deux des a&li» d*na triangle dont le troisiènie dbtl tbv f * et dont 
rengfe opposé duh être s* » deniie 

c'est-A*dire , en simplifiant» , ' ' 

on, «n développant et ordonnant, ' 

Telle est donc l'équation qui résout le problème. 

-Lonqu'on «'ainsi obtenu Une ëquaiion renfermant nne ineonnne 
quelconque, rten n'est plus aisé que d'essigner l'équetion • qoi ré- 
eiilleiait do dioix de icinie antre incoonno} il enlBi' pour '«cela de- 
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chercher une relation entre l'Inconnue primitive et celle qu'on » 
dessein de lui subsliiuer , et de se servir de cette relation pour eli- 
luiner la première des deux inconnues de Icquation dcjà obtenue. 

Snppo-sons , par exemple , qu'à l'inconnae M on TOuille «ul»»- 
tiiacr le segment intercepte par U droite cherchée , à partir de 
l origine, soit «ur l*axe de$JF, «oit iur celoî des y j en représentant 
respefitwment ce» deux acgmen» par « et par jr , nous aurons, 
eïMnnie rî-dessm t 



d'où 




(a) 



«oWiloant «ucceasiTement ce» valeur» dans l'dqaallcii (t) , elle 
deviendra, toute» iéductioite faite»» 

ou encore 

•«-a(«+*Co«.yy+>''^*-^H-a«*C^)*'+atftf-jp-tfV«o, 

^4_a^^_^.ûCos.y)y*+(<ï*+^*-^*+2^Co».>'>*+=»^«'*-"***''=® • 

On »e comporterait de. la mèroe.minîèfe ^J*ë$ard detooto aatro 
inconnue qu'on voudroit choisir* 

L'équation (i) n'est point, en général , susceptible d'abslssemeill, 
et ne pent con^aemment fournir une construciion graphique ri- 
goureuse , exécutée avec la règle et le compas seuietnein ; mai» 
si la nlatWm entre les donnée» éuit telle que le problème n'»&C 



(3) 
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que trois solulîons, ou, ce qui revient au môme , que cutc (équa- 
tion eût deux racines dgalcs , le problème pourrait fort b en se 
résoudre alors géométriquement. £n e/Iet , la dérivée de cette 
ëquation qui «st . 

devrait avoir lle i en même temps qu'elle. Eliminant donc M entre 
l'iinc et l'autre, l'équation rtisuliantc en a , b , c , Cos.y exprimerait 
la relation « entre les données , qui convient à ce cas* De plus , oa. 
ol»tt«iidraU , chemin faisant, «ne équation en ilf du premier degré, 
ou tout nu pin» du second , dont la KMlutioo einidairail k eella 
du pvoUènM proposé. 

Si l'on «uppoao que les droites donnéM sont perpendicolaires 
entre ellea^ on auin Cos.yso , et l'équation (t) deriendra 

les équations (a) detiendraot , dans le même cas , 
Ott lûaii 

et' il n'en fésnltera aucune simplification notable dans la solution 
da problème. 

'U n'en sera pas de même, si l'on suppose que le point donné 
est sittié sur la draila qot divise en deux parties égales l'angle 
dans lequel il se trouve situé) on aura alors « en effet, ims, et 
réqoatioa (t) doTiendra 



MO PROBLÂME 

étfMÛaa «écfproq«« tfm eoiuéqaeiniMiit ne pvéseale la diffienlii 
du aecond degr^. 

Bleo D*a»t pli» ahé que de se rendrs compta da cette circam* 
lanta , et elle pouvait méioa être facilement prévue à l'avance. 
M est, en gf^néral , le rapport des mmhs des angles que fait la 
droite cherchre avec les axes des x cl des y ; or , dans le cas 
parli( uller dont il s'agit ici , tout l'oil être 5ymeiri(|>it' p.ir rapport 
i une droitR indéfinie pas.satil par \'<* i^ine et par Ip p' int doimë; 
d'où il suit que , si l'on plie la figure suivant cette dioiic , deux 
de» droites qui résolvent ie problème viendront se confondre avca 
lea denz anlree « UmKa que les ases des jr et des / ootndderont. 
Las aoglas formés par l'une de ces droites avec lea axes des s et 
des jr sont donc «espaelâvemral égaux avec eaux que forma sa . 
oorraspoudanla avec les axes des j et des jr , d'où Jl sait qiAii 

elungeant M en i*ëquation ne doit pas changer , et qu'aîné 

elle doit être rociproqu*^. 

Les mêmes onsid.' jtions prouvent que , dans ce cas , la plus 

courte li^ne qu'on puibi>c mener par le point P, dans l'angle qui 
Ja contient est la perpendieulaîra à celle qui joint ca point à 
l'origine ; car , en pliant la figure comme il vient d'être dit * cette 
perpendicttlaira sa confondra avec eUe-méme. Ou voit par là que, 
dans le uiéosa caa, le pntblènie aura quatre , trois ou deux so- 
lutions, suivant que la longueur donnée s<*ra plus grande. que cette 
perpendiculaire, égale i cette perprodiculatrv ou moindre qu'elle. • 
Notre équation réciproque an^ilf peut être écrite ainsi qu'il suit : 
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4liTiMnt tous ses termes par M* , el rassemblant deux à deux ce^ 
te liOIIVtDt i égale distance des extrêmes, il viendra 

ou cncoM 

postât fae 

^^W^» d'où , 
mtt» éfoatioii ^viendra 

■ 

•t donaen 

• — / 

d'où 

1-^ ^ j- 3 , 

ft . 

substituant donc dans la valeur de if, elle deviendra 

— — « ' » 

valeur que neus ne nous airèteroiu paa à construire , attendu qa* 



sia . - PROBLÈME x 

noiM pOQTons pimoir è qucl(|ue choie de beeaeoDp plot liiiiplei 
Parmi, je* divers pr^plea qui ont ëlé donnés snr le choix dt 
lloeonnue , dans . les prohlèmes de géométrie » il en eai de trée- 
vagues et d*on sncoès (ort iocerlûn ; mats il en est un aussi qui 
mérite une attention parlicalière , parce que son utilité est de tonte 
évidence : c'est ce qui prescrit do choisir de préférence pour in- 
connue , dans les p'oblcmes susceptibles de plusieurs sol niions ; 
parmi loulcs les quantités dont la dèterminaùon peut conduire à 
I4 résolution du problème , xelle çui , dans les diverses solutions 
éoni U tst tMSt^tibh f tuh'i h mcindrê nûmkrê de mriations. 

Ce principe o/Fre ici une application toute naturelle. Que l'on 
conçoive , en effet , des perpendiculaires abaissées de l'origine snr 
les quatre droites j^ni résolvent le problème , il est clair que lor»>- 
que » comme nous le supposons ici y la droite menée de cette 
origine au point donné divisera en deux parties égales Tanglc dans 
lequel ce point se trouve situe , ces perpendiculaires seront égaies 
deux à deux ; de telle sorte qu'en prenant l'une d'elles pour în- 
conouc , le problème ne sera plus que du second degré {*). D'un 
autre côté , coUe perpendiculaire une lois connue , rien no sera 
plus facile que d'achever la construction du probUme; puisqu'il ne 
s'agira plus, pour cela, que de uicncr , par le point donne, des 
tangentes an cercle qui aurait l'origine pour centre et cetti mtme' 
pcrpendicijlaire pour rayon* 

Mais cherchons d'abord, l'équstion d'où, dépend cette perpendi- 
culaire , dans le cas le plus général , c'est-lk-dire , dans le cas où 
elle est susceptible de quatre valeurs différentes. 

Dans le cas des coordonnées obliques , en rrpn'<;enfant par r \% 
perpendiculaire abaissée de l'origine sur la droite dont l'équation est 



(•) Newton a bien aussi rimené le probicm» au second ile^r^ ; mnh c'cêl 
d'une manière ci détournée et *i peu aatiireU« qu'aucun auteur d'élcmeat n'a cru 
dcveir en faire mention. 
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on um 



(h—Ma)Sin.y 



U HB i^a^ra donc pliù, pour avoir l'équation en r, que d 
4f mitfo colio équaiion. et Të^iution précédemneat o^ime 

En pitDint MceeMÎTément le* mêmes qmrréet de lear produit ei 
da quotient de leur division , on parvient eux équations plus simples 

' «JfSin.ys/(i-h3jfCos4'4-Jtf') • 



entre lesqnellee l'âiminatioa de M. conduinït , en général, à me 
dqaetian en r ^ quatrième degfd. 

Mais lorsque , comme nous le suppowat ici , hmm U demilm 
dqualioa devianl sinpiement 



dro& 



^ J 



»i4' PROBIÎÈME 
•ttbsrîMant cette valeur dene l'autre équation , et 'dÎTÎsant par M, 
il Tiendra enfia , en ebanant le dtoomioateor , tran^osant , ré- 
dui«»ai et ordonnant» 

cr^-^2{S\a.y-\- Cos y M*r — £fl*Sin.»y=0 } 

équation i|ui n'est plna qae da «eobad degré aeulement. 

Si, sortant de ces fjéaériVités , nous prenons le probliiie tel 
que Newton te Test proposé; c'est-à-dire, si nous supposons que 

les droites données se coupent perpendicolairement , nous aufOna 
8io«yBs I y Cos^aso , ct cette équation deneodra simplement 

d*o& on Ute 

Rien n'est plus facile à construire que ces valeurs. Soient menées 
les deux coordonnées PSsPHsâ^ du point P ( fîg. 5 ) , de man'ièrB 
i former un qilarré PO ; soit portée la longueur donnée r sur OYa, 
de O en D; soif menée DGi et par le point H là parallèle HK 
à oetie droite , se terminant en k OX j soit portée KH sur XX' 
de K en M et de K en M' ; décrivant alors du centre commua 
Oet des rayons OM, OM' deux cercles concentriques, ces cercles 
seront ceux dont les tangentes , par le point P , résoudront le 
problème, qui, consrquctnmcnl , dans le cas de la figure , n'aura 
que deux solutions, puisque le point P est intérieur i l'un des 
cercles. 

On a , en effet , 

OH OM 

OMs 0K4"KM«i OK+KH= PÇ-ÔÔ+OD.^ . 

OM'=-OK-».KM=— OK+im=-OG.^+GD.^ ; 
e*est-à>direi 'en substituant, • 

• r , *v 
•* - »^ 



"DE KEWTON. «iS 

Tnlcurs qui ne difTèrent de celles de r que par le sij^no dç la 
dtriiicre« qui n'cii ici d'aucune considération. 

On M cooTaiucra facilement que le point P ne ««Drait , dauc 
■ucon cts, éu» iattfrimir au plus pelit des .deos- cercles niwêmti 
au qaarré ciieomcrit dont les ediés seraient parallèles aux deux 
drôles données. Si ee^oi^k'eé tfônvflH tur U ciroonfërenee du 
pand» le problème n'admettrali que trois solutions. 

On "oonriendra qu'il serait ^cife de décootrir une conifiracte 
géométrique du problème pins simple que celle que ^ous venons - 
d'indiquer. Ce problème peut , au surplus , dani le cas même le 
plu» général , êirc très-aisémeut construil par un procédé mëcaniqne; 
il no s'agit , en effet, pour cela, que de marquer sur i'arèle d'une 
règle deux points dont la distance soit égale à la longueur donnée ; 
de promener celle règle sur le plan des droites données, de ma- 
nière que les deux points marqués sor son arête soient invariable-^ 
ment sur ces deux droites. En Tarrétant dans les deux, trois ou 
quatre positions où elle passe par le point P et menant des droSlet; 
ces droites seront les solutions du problème (*). 
, Ceci peut fournir» au surplus, one'>j*aBièffa;>aaiflii eommodardé 
eoasitfuire les racines d*one dquatioa ■du-quattièmo dogrtf qttiji.'ea 
a que deux ima^naicaa an plus. .Repraimpa en effet réqnstâoo dont 
les ndoes $aa% les quBtM« afgmnns que les dfoitfs ^erehéea'd^ 




(*) £a d'autre* leirmei, le protilèUM revient à mener, pa^ nb point exlérienr, 
«ne (■ng«ute^4 laœade doat'l s'MMgMMisn i Icpaga- m3 de prMdeai 
voluma. > ... w-i. . .' 
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terminent mit Taxe des s, poar le m oà Tangle est droit et l« 

point donné quelconque j eeUe équation est , " 

4P*— aiM;*4T(tf'+^'-0«»H-atftf»jp— flV»=o . 

Si Ton fait dîsparaltn son second terme » en posant s^z-i-îa , 
•)le deviendra 

Supposons donc qu'on ait à construire réiju- tîon , sans second terme, 

! , . ' ,t • 

qf^t^^vmm 9»'^Uf» <wit> <^ M-deisQs, ^ q|ai doap^a^ 

• * > 

d'Ml^ MS tiMi« Iboikment 



Itafrattet A»dtoliis indéHttics , perpeaidiculaim Fom & ItratM » 
iMilid <f< ei # o ia me ànos dos coordoopiéest prenant 'dons l'angle dot 
SoeMonades. pôsllî««s< an point:? • las ooovdqnnées soient les 
«àloui» do. if ftlse» éur qao^éebejjhr da :paptiasl égalas i nésolrsat 

mécantqooment notre problème pour ces droites et ce point et pour 
la longueur ^ , prise sur la mémo échello ; îéi' segiaens déterminés 

sur l'axe des x, à partir de rorij;îne , pris arec leurs sî{;ne$, réduits 

sp Dooibi-i^ » tuc jnn^ ^ A'«|hiUsa jiti4wBMM#^ 7i0t,im^ Im 

Tsleors de ' •* >' 
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SÉRIES DIVERSES. 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Recherche de diverses séries j 

Par M. Frédéric Sarrus , professeur de mathématiques 

au collège de Pezcnas ^ 



I. £n mohipliant membre k . membre les formules connues 
Cos^s-Cos.*x— Sia.'x , isiCM*jH-Sm.*jE , 

on trouTe 

Co5.2i = Cos.*z— Sin.*z=Co5.*x(i — Tajig.*z) ; (i) 
de Isqudle on déduira 

Lo^Co«.ai:BLog.Gos.*<c+Lo6*('"~'^^6*-*') » 
c'est-à-dire , 

Log.Cos.az=4Log.Cos^i/(Tang.*z-|-iTang.»z+iTang.»z+....); 
on bien encore , en considérant j— Tang.*z sous la forme ■'■ ; 



t 



Log.Co8.ajB84Log*Cos^— aJf 1^^^^ 



Jom, JÊ, »,« ra/, i*' février lôao. 3w 



3i8 SÉRIES 

formules dans lesquelles M est le module des fables ; et qoî sont 
très-convergentes , principalenieiit h deroi5re , toutes les fois qae 
l'angle z est moindre qu'un demi-drotu 

11. Si , dans le formule (i) • on change raeeeuiTemant « en 
iz , 2Z , ix, , en trouTen 

Cos. <«Gos.S«(i— Xang.«;2) , 

Cos l*=Cos.*;z(i-Tang.*i*) , 
Cos.î<sGos.«Ki— Teng.»^«) , 



En multiplient ces dÎTerses équations membre & membre , on ob- 
tiendra , par la snppressîoh des faeteare communs , 

CosuasGos.' ; xCos.* : xCos.' i « 

(l— Tang.* i z);i— Tang.* 5 x)(i — Taug.» y z) 



d'où 

(1 -Tang.* f z) • (i -Tang.* 2 zy{ i -Tang.« î*)' ... 

eubstitnant cette Tateur dans la formule connue ' 
Sîn«e sxCos. *- zCos. ; xCos. ; z ; 

on aura 

Sin.2=i 



(i-.Tang.*izy^i — iang.*->^\i— Tang'i^;', 

série tout aussi régulière el beaucoup plus conyergenle. 
III. Prenons encore les formules connues 
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dana le«qa«Ile# on • , comme Ton sait 

. I I I I 
*«i+-rH 1 1 

. L'on OB déduira 
auquel on peut «nbatitoer 



ai9 



ou encore 



J j 1— Sio.*r 4->/Z7S;n.rCoi.g 

ou enfin 



I _ «— Sin.»r4-\/Zr7Sin.rCoi.« 

xs — 7= Loe.- — — . . 



•I par eon«équei)t 

*^ {^*frC»-S«w(Sîii.»-^Co**)]-Log.Ii-Sînuc5mu+V~Co*rf)^^ (3^ 
Faiaolu pràaateaent 

TaDga=sx ; 

d'o& 



aao SÉRIES ' 

mettant ces valeurs dans r^qttatioo (3) , elle dcviendca 

En d^Teloppant le second membre de cette équation en deox séries 
et réunissant les termes cerrespondans , on tombe précisément sur 
It formule donnée par M. Kramp » à la page 99 de ce Tolnroe , 
et qui se trouTo ainsi établie sans induction. 

Désignons Tangle droit par f , et faisons , dans Téquation (3) *• 
s^f-^, nous trouTcrons 

1 y.~^ {Log>C«'CoMr(CofcM»V^Sioji)]-Lpg.[i«Coiji(Coij4V J 
développant le second membre , et observant que 

i 1-i . 1 ,, ^ sSinjiii , 

nous torons» en cbangeant ii en 

série très-régulièrt. 
IV. £n intégrant par parties , on trouve 



Digitized by Google 



DIVERSES. aai 
tt ecmme | Iorsç[Uc. x désigne la tangente d.e l'angle x , on a 

, .... . . 

on conclut de cette fomm» ' 



dont les termes sont tous positifs* 
On a encore 



' —I— ** 



d'où l'on tire 

ce qui donne , en vertu de la formule (4) 



La Tàleur de z , ddduitc de la formule précédente , éiiit 
ment trop petite ; celle qu'on déduira de celle-ci sera constamment 

trop grande ; de sorte que , par l<>ur emploi simultané , on ob- 
tiendra une limite de l'erreur résultant de l'usage de chacune d'elles; 
condition que I on doit toujours s'imposer dans tout procédé approxi- 
matif. Ces formules s' nt pK-nlsf nient celles qu'on a proposé de 
démontrer à la page de ce volume. 

On tire de notre dernière série 
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en «opposant z—Çt on aori aradb', -^ =o et ^^^ aei {tolnti. 
tuant «fine, il viendra /«H tranâpofant » 

mi^tîpUanl eeUa- ci par 3 , transposimt ptréduuant , noua aurons 

« T !•» »•»•• i<«.f II I fTîTtTïTïT "t" •••••• 

znuUipllani cette dernicre par ; , transposant et réduisant , on aura 

~ »~ ».» ~ fi.tt*^~i,9~f- »T "t* •••••• 

Un pmeédë aemblable pouvant être répété bdéfiniment , on aura » 
en général. 



9» an an+2 2« an+a di?ï-I-4 . 

Qti "^^^ ^ • " — . . ' 



résultat remarquable, qu'il serait peut-être difRcile d'obtenir i^riW, 
et qui peut faciliter les réductions dans certains calculs ^ (*). 
V. Soit représenté , en général , par (1 , n) une fonction telle que 



i t—i 1—2 t —n 



on aura 

(/.*+,)=(/. *).i:iiti', 

d'o& on tire , par aitiigratlon , 



O •eraît curieux de savoir si cette formule auraii «'gaiement lieu peur 
une yaleur fractionoaire ou n^gattre de s. 

J, 2). G, . 
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en posant donc ; pour abréger « 



ceitt éqnaâon deriendn 



Si l'on prend leslntëgialM depuis /r=o jusqu'à /ai , la iuptdaa 
u sera positive et moindre que Tunité} d'où l'on toU qù'entreeet 
limites y^'» est moindre que /{i^J()èi , et de signe contraire. 

Il eii même facile de s'assurer que , si l'on rcpr(*scnte par (-— i)*^/^ , 
l'intégrale y(i, ^)di , prise entre CQS , limites , tous les nombros ^0 » 
,......^4 seront positifs. 

VI. Cela posé , si y représente une fonction déterminée de jr, 
el qu'on désigne par la valeur que prend y , lorsqu'on change 
# en l'on >un,-eeBHne l'on sait, en posant Ax^i 

multiplant par d/ , et intégrant entre les limites O et 1 1 on tTOU-* 
vcra , en vertu de ce qui précède , 

4/|cU-=y4-^.Af— i/,A«/+-/,A»/— ^,A«/+..;. ; (6) 

en olisenrant qu'entre cfs Jîmites ff^ssAffàs, Intégrant la formule 
(6) par rapport à A , on aora 

yjrd*=:£/4-.^<j'— ^,A/+-«^,A'/— .*i,H-C<?flj/. ; (7) 

d'où 9 en tranapoeant et cbangeant de consiante 



'SISKRISS.' 

Celle dernière formule nous paraît de boniicoup \)TMérs\i\c à la 
formule ordinaire ; alfcndu que les nombres de Bernoulli qu'on y 
introduit, deviennent bientôt excessivement divergens ; l.indis qu'au 

conlraiio nos , A,, -^t i convergent conslammenl , 

comme n<Hi4 l'a\'ins fait reiiiaïquer plus haut. 

Pour donner une applicaliun de nus lormulcs , soit ' 

■ 

y= -^ , d'où j(3rd*=lx ' 

4 ï.a.3 fc I • 

Av=[— i] • (ji+it) ' : ^ 

alors la formule (6) donnerà 

d'ûÀ on conclura i 



et» en général, 

# 

Fonnule plus régulière, plus convergente et plus commode qtie 
toutes celles qui ont été proposées jusqu'ici i pour le calcul des 
di^Téreuces logarithmiques. 
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On pourrait faîro une liirinllc d'appiic.iiions dus si'iïes (6,7, 8)j 
mats, comme cUus rte sauraient o/Trir <lc diniculté , nous ne nous 
7 arrêterons pas. Nous nous contenterons d'observer que la for- 
mule (6) est comprise , eomme cas particulier , dans la suivante 



qul s'en dcMuit avec la plus grande facilité. 

Vill. On peut employer aussi, dans un grand nombre de cas, 
la fqrinuic suivante 

. ^=A/-lA'^+îA»j-iA«/+ 

d'où on conclut 

nous nous contenterons d'en faire les deux a^Ucattons suÎTantea. 
Soit y= — - d'où ^ — i on aura 

'm dx » 



T _ I f I I t.t 

s — =:Coo5t.— > — — 



série tout à la fois régulière et convergente. 

Soit encore jr=/*y, «)d/ , l'on aura =^[i, »{i\ri^i)+C, 

et A^/=Ay(i , »)d/=/<i/A*(/, n); partant, en observant que 
A»(/,«)=(/,it-*), A-+«(i.»)«i , A"-^+V»«)«o» 



nous aurons 

Tom. X. 



3i 
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Si , dans ccHc dernière formule , on prend les intégrales depuis 
/p=o jusqu'à /= I , mettant pour f/,n)di,_f i, n — i)d/,...., 
prises entre ces lituites , les nombrils (jiii les repr* sctilciit cl que 
noua avons appelés ( — nj'/i^^ ( — i)"~*A^t on trouvera 

Oa tire de 

Ott encore y en obsemni que ^o= ît 

lormule qui servira à déduire les uns des «vires les nombres At » 

» ^1 f que nous avons substitués, dans nos formules» 

aux «ombres de BeroouUi. £ii observant que ^, = ^ i trouvera 

; SO^SOOOOOOO , 

j|,= ^ =0,08333333 , 
=o,o4i666C6 , 
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■ ^ 

^4= rlî s»*»,©! 875000 , 



Or » ces nombre» ëtant lovs posiiiTs , ainsi que nous l'avons déjï 
observé , et étant en cuire perpéluellement convergeas , il s'ensuit 
que 

a(n-t-i)(«+a) \^ a 3 4 . n J ^ 

d*o& on lire s 

. » I ■• • ■ 

a(n+i)(n+a) ' r+T + f+ +h ' 

ce qui monire , mieux qur nous ne l'avions lail ci-dessus ^ la con- 
Tcrj^cace toujours croissante An ces nombres. 



32$ 



COULEURS 



OPTIQUE. 

Sur le nombre et la naiure des couleurs primiiives; 

Par un AbohniL 



Jusqu'à l'époque où Newton peruty nous ii*avîoDS guère «ur la ' 
nature des couleurs que des iddes vague*, incertalocs et loui-^-faït 
indignet d'une saine pli Im n;,h',e ; et on a même quelque sujet de 
s'étonner qu'arec un tel système d'idées on ait pu pénétrer aussi 
avant qu'on l'avait dëjà fait à cette époque dans le mécanisme du 
phénomi'ne de l'arc-en-cicl. 

Le philosophe an^^lais , armë du prisme , nous apprit enfin h 
interriger la nature par des expériences bien conduites , et «t subs- 
tituer ses rc^ponscs aux réTCS de notre imagination -, il nous montra 
le premier , par des faits incontestables , que ]a lumière Manrbe , 
qui émane soit do soleil, soit de tout aulie corps lumineux « soit, 
enfin d'un corps simplement éclairé n'est point une substance simple » 
-mais qn*«lle résulte du mélange ou de la combinaison de diverses 
autres substances jouissant do Ji/n rciis dr>grés de rërrangibiîiléb 

J'ai dit du mélange ou de la cvmhinaîson \ car il faut avouer 
qu'ici les propriétés du composé diHèrciil rl iuic manïire trop mar- 
quée de cclU'S (!o SCS divers cornposaiis , pour qu'on se résigne 
volontiers à vrir dans le ph.noiiniie (jue'<]i;<' cliose de moins qu'une 
véritable c'otubiuaison , aii.i! 1^10 nux roiiii)iiia]s jiis (.lii iiiii|uos. Du 
moins est-il vrai qu'il laul une loi un peu robuste pour voir « 
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•oil dans la rotation rapide d'un carton charge' des couleurs du 
prisme , soil d ms les mélanges de poudres ou d'encre* colorées / 
soit dans tout autre moyen grossiers, employés pnr nos professeurs 
do physique dans leur» cours , pour la riîconiposillon de Ii lumïùre 
blanche , autre chose que la production d'un gris fort sak'. Il n'y 
a que la concentration du spectre au foyer d'une leniille qui pro- 
duise véritablement du blanc. 

Il n*eùt donc pas été aussi facile de deviner, à priori ^ ce ré- 
sultat particulier des expériences de Newton qu'il l'aTait été de 
découvrir que le noir est la privation ou rabsence de toute lumière 
et conséqoemment de toute couleur. Maisi ce qu'on n'aurait pas 
deviné davantage , c'est qu'il y e&t d'antres couleurs primitives que 
le rouge , le Jéune et le &Ieu ; e» les peintres savaient très-bien , 
depuis long temps,' qu'en joignant seulement à ces trois couleurs 
le notr et lo hlanc , on pouvait, parleur seul mélange, produire 
toutes les nuances imaginables , et qu'en particulier on formait 
Vorangcr , le vert et le cialet , en mêlant deux à deux les trois 
couleurs de la première sorte ; tandis qu'au contraire il est abso- 
lument impossible de produire aucune de celles-ci par le mélange 
de telles dei autres qu'on voudra. . 

11 parait que Newton lui-même ne fut pas peu surpris des ré- 
sultais auxquels il parvint ; et l'on en peut juger par la inultitude 
des expériences qu'il tenta » dans la vue sans doute de confirmer 
ou de détruire les conséquences paradoxales que ces résultais pSi» 
raissaient entraîner. • 

Une eipcrience constante nous a appris , en effet , que toutes 
les fois que nous sommes assez heureux pour arracher à la nature 
quelqu'un de ses nombreux secrets, nous la voyons toujours par- 
venir à ion but par les voies les plus simples ; d'où nous sommes 
fondes à croire que , lorsque nous lui supposons quelque mode 
d'action tant soit peu compliqué , c'est que nous ■ ne l'avons pas 
encore devinée. Comment donc serait^elle ici au-dessous de l'art 
même le plus grossier ? 



23o COULEURS 

Je saîs bien qu'on m'objccicra <^u« Vorûngâr , le p^t tt\t violet 
que nous formons par le mélaoge de deux des trois couleurs bieue 
rouge et jaune t ne ressemble pas parfattemeot aux couleois de 
même nom que présente le spectre } mais je demanderai k mon tear 
si noire hleut notf rouge ou notre /auao ressemblent da?antsge 
h celui qa'on obtient par le prisme ? et s*il est bien surprenant 
que Tart ne parvienne à imiter la natnre que d'une manière im* 
parasite? Que si l'on insiste , et si l'on dit que, par exemple, le 
fori lorraé par le mélange du lieu et du jaune du spectre ne 
resscmhic pas non plus patTaitcmrnt au c«r/ immédiat de ccspectre; 
je demanderai si l'on est bien certain de connaitre (Jans quelle 
proportion il faut mêler ces deux couleurs pour approcher du nioios 
le plus près du but ? 

Il est d'ailleurs une multitude d'autres con!.l(i»'ratlons qui tcruienl 
k faire envisager le rouge f le Jaune t\\e bUu comme dus couleurs 
essentiellement simples; et à faire regarder, aueontraire, le rar/, 
le f«0&# et Voranger comme autant de composés binaires Que 
l*on propose, par exemple, à quelqu'un, de disposer, les uns à 
c6té des entres, sur ona surfsee plane , auivant l'analogie de leur 
couleur, tr^is rubans, le premier rose^ le ueonA /aunê-potUeet 
le troisième kiou de etel', il se trouvera très-certainement embarrassé , 
et ne verra aucune raison de préférence dsns le cboix de crlvi de 
ces trob rubans qui doit occuper le milieu } parce qu'en effet le 
faune n'est pas plus l'intermédiaire du rouge et du bleu qne cba- 
cuoe de ces deux dernières couleurs n'e&t l'ialermédiaire des deux 



O "Otm tout ceci , je frit alMiraction de X'indigo qui doit être du welSfC 
l'il n'est ])»$ ilu bleu , et qui pourrait bien n'avoir l'iô iulrodtrt dan* le spectre 
que pour porter le nombre tics c iiteurs A tept j car il cJl I'Ilii difficile que 
rhonne ee le décèle pas par quelque endroit. Ainsi Bu^^iu ns , après U dé« 
couverte du premier satellite de Saturne, négligea de cbercher les antres; M 
pE^sonaat pas que le nombre total de ces sortes d'astres pAl «scédcr tept» 
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'PRIMITIVES. i3f 
aulrcs t attendu que chacune d'ulics a un caraclèrc qui lu! est (out- 
^•fait propre. On nt pourrait donc arranger ce* trot» rubans d'une 
manière convenable que aur la aurface d'un cylindre et parallèle- 
ment k aon axe, en choisissant ce cylindre de manière que les 
rubans en occupassent l'entière largeur. Chaque couleur se trou^ 
Tarait alors en elFet intermédiaire aux deux autres. 

Mais supposons que, le cylindre étant d'un rayon aases grand 
pour que les trois rubans appliqués sur sa surface laissent entre 
eux des iotenralles égaux è leur largeur coroinuRe , on proposé 
<îc remplir ros intfn'allcs par trois autres rubans , le premier .roi/r/ , 
Je second vert -pomme et le troisième lHas , de manière que les 
nuances s»; succ< dont de la manière In plus uniforme. Celui à qui 
on fera cette proposition ne sera-t-il pas conduit , taut naturelle- 
ment , à placer le ruban souci entre le ruban rouge et le ruban 
jaunes le ruban vert entre ce dernier et le ruban bleu\ et enfin 
le ruban Was entre le ruban kUu et le ruban raté (*)• 



(*) Je suppose , cl je dois «upposcr dant tout ceci , que celai que l'on charge 
de cet arrangement a le aem da la vue parfvicincnt organisj. On a rencoetrëy 
en effet . de« individus qui , par «lite de quelque vict de Votpm% mm- db» 
tinguaicnt <!.nn \ct coulturs que du clair et du fond { et qui ne conccTaient 
pas, par exemple ^ qu'il pût être plus facile d'apercevoir de* cerises sur un 
cérisier que das olives sur uo olivier. Il ait évident que dta Ima aimi orgS" 
nisda 'ne conviendraient aucDoeMcnl p««r Pcjqpérîenee que j[e propeae. On ren- 
contre aussi des geni qui ne distinguent dans les tons que le fort et le faible', 
cl l'on conçoit que ceux-ci seraient également improj>fc» k disposer des vairs 
sonores , lus uns k la suUc des aulrcs , dans l'ordre des sons qu'ils rendent , du 
gn** è fdîfH* 

On pourrait tfacflement/ d'après ce que je viens da dire, dîspeaer syilésK* 
tiquemcnt , ?ur la surface d'un cylindre , toutes les couleurs et tou»ct les 
nuances de couleurs simples et binaires. Supposons , par exemple , que le cj- 
. JSaAcê soit dhrlaé longitodinalenient , par des prallèlet » an 36 bandaa égalai. 
On appliquerait sur l*ana d'cUèa x% peiiiea de roug» ptr , anr la suivante si 
partiel da souga mêlées avec nne de ianne ; sur latteÛiiae lo parties de reega 
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On donne conuttQnëmeot comme caractère dUtînctif dea Idées 
simples qu'on ne peut les acquérir , lorsque ce sont des idées sen- 
sibles , que par la sensatieâ même ; ci qu'elles sont absolument 
incommunicables par le secours des mots ; tandis qu'au contraire 
rirnagïnntion , cii combinant n son gré des idées simples , p^ut 
former une multitude d'idées complexes , n'ayant aucun modelé 
extérieur, lesquelles pourront «'■Ire co.Tnniunifpjét'S par le discours à 
tous ceux ù qui its idées biutples dont elles seront l'assemblage seront 
familières. Or, s'il «n est ainsi , comme on ne saurait guère en 
douter , il faut dès>lors convenir que Us idées du rouge , du /au/u 
et du Meu ont tous les caractères des idées simples y, tandis qu'an 
contraire celles de Vcrattger , du vert et du f>to/«/ semblent îneon- 
testablement être complexes ; d'où il parait naturel dinfércr que 
le» couleurs de la première série sont des couleurs simples » tandis 
qtt*iu contraire celles de la seconde sont des couleurs bioaires* 

Supposons , en e/Tct , qu'il n'y ait , dans la nature , que du 
rousse et du jaune et toutes les nuances qui peuvent résulter du 
mélange de ces deux couleurs, dans diverses proportions; on ne 
conçoit pas mieux comment , dans cet étal de choses, nous pour- 
rions nous former l'idée du bliu^ que l'on ne conçoit comment 



«t deux de Jaune , et lunn de laîte , {luqu'â la aeptiénie qui , étint cevrerte 

de parties égales de rouge et de jaune , offrirait Yoranger pur. La huitième 
oflrirait un niclange de S pariies de rouge et 7 de jaune, et l'on arriverait 
ainsi , par des nuances prcsi^uc in&cnsiblcs , à la Ircisicme , ^ui offriiait le jaune 
pur. On pasaersil, par de aemblables degrés^ du /«une au du sn 
bltUf du bleu au \'ioîet , et enfin du violet aa rouf^e.- 

On pourrait d'ailleurs, en sujiyiosniil originaircmcni le f>îindrc Liane , afTalMir 
H^ducUcnicnl les teintes des dilléitutci Laudes depuis son milieu jusqu'il l'une 
de fe* extrémité» t ob le Iroavcnit ainsi une aAne entièrement Umt^i et, à 
partir du ra^rae milieu « appliquer sur Tanlre meiiië de ces bande* du noir 

de plus en plus inlcnsc , de telle sorte qu'A l'autre extrémité , le noif ne 
«issàt plus percer la couleur sur laquelle on l'aurail appliijni'. Le cylindre S« 
Irouverait ainsi termine , à cette cxtrcmilC) par une £Ône cjUicrcment notre. . 

Bovs^ménics , 
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PRIMITIVES. a33 
nous-mêmes, dans l'ordre prdsent , nous pourrions imaginer une 
couleur primitive , essentiellement distincte de toutes calles que 
nous connaissons; et si , dans ccito hypothèse , quelque hahîtant 
d'un autre univers, ayant oprouvc ia sensation du bleu , tentait de 
nous communiquer l'idée qu'il en a , la cboM lui serait tout-à«> 
ftît impoanble. En* vu mot, nocw- lerioDf exactement , par rapport 
au M^r» ce c||ae lont les aveogles par rapport h loutes^ les couleart'^ 
«t ee ^e je-dis iei d« #/«», compeië au roi^f et au /ovim ^ e« pourrait 
dgalemenr le 'dira de ehaeniie de* eea den» couIeuM comparées awc 
deux 'autres et & leun dÎTors métangesi 

Mats , si l'on- suppose , au contraire , que quelqu'un n'a jamais 
TU- que du rouge y du jaune et du bieu dans toute leur pnretd> 
lui sera t-il impossible se former l'idée des diverses nuances de 
' ces- trois couleurs (*) ; et , en pariiculier , de Voranger , du vert 
et du violet ? Et sera-t'-il du moins impossible i celui qui connaîtra 
les couleurs de cette dernière série, de lui en faire naître l'idée? 
je ne le pense pas. Ne pourra-t-Il pas lui dire , en effet , que 
Yoranger est un rouge tirant sur le jaune , ou- un Jaune tirant sur 
le rougr \ que- le ivri' est un jëmê tirent sur le hie» ou un Um 
tirant sur U /ûimâi et qu'enfin le ndet est un Hem tirant sur le 
roifgt on un rougt tirant sur lè Mm ? A, ne conndërer donc qnn 
des misons dè pure* convananee ; et en* supposant qn-aueun fait 
eonnu-n'y fasse obstacle , tout acmblerait oonoourip à faire vegarder 
Ib rouge , le /avnê et le ^/eu comme des couleurs simples p et' I 
faire admettre au contraire V oranger , le MTl et' le mWs/ nomme ' 
des couleurs essentieUemcnt composées^ 



(?) Je prie lè lecteur de remarquer que je dis impassible et non pas Jijj^eiti; 
Jè «aïs trop bien , en effet, que de tous les moyens d'acqucrlr des îj^cs sen- 
sibles , 1* sensattOD est de beaucoup le plus efficace ; et c'est li ce qui établit 
la sopériorili de la langue du-dsiiin sur la Isq^oe srlkulé»i lorsqu'il s'agii da- 
dcicfiptidob 
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Maw^ue peuvent , me 4în4*on , tontes cet îâéei de «onveaSDce conte 
des expériences décUîres |>conire desXeits «Târét qn*âu jonrdlini pntonie 
n'oserait scrieusementcooteslert N'est<ce pas seulement depuis ^e la 
-philosophie naturelle a cessé d'étrepurenieiit spéculative et conjecturale^ 
^t qu'elle a -pris l'expérience pour base , qu'elle « fait de véritables 
proj^rès ou , pour mieux <îire , qu'elle est devenue -une Téritable 
science ? et , si les anciens nous ont légué en physique une si 
grande multitude d'erreurs , n'est-ce pas précisément parce qu'au liea 
d'observer la nature, parce qu'au lieu de lui arracher ses secrets 
par la voie de l'expérience , ils ont mieux .aimé chercher à ia 
deviner ? Or , ne stfit-on pas qu'en faisnt passer un - quètconqne 
ides rayons dn spectre à trarers nn -second prisme , U ne sobj! 
eocooe décompoèition « et en laot*il ésTantage pour- «e cooTaincra 
•que 4ihacnii de ces rayons est Inen réeUemeni indéeoolpoeable ? * 

Certes^ il est bien loin de ma pensée de «Ihereher à 'établir uae 
'•doctrine que des expériences bien décisives tendraient \ repousser ; 
mais celles qu'on m'oppose» ici soBt-elles de nature à ne laissa te 
moindre accès ^ un doute raisonnable ?, je ne le pense pas. Et 
j'dbscrve d'abord que 'les expériences dont il s'agit ici «ont extrême- 
ment dcHcalcs et difficiles h exécuter ; qu'elles ne peuvent guère 
être faites d'une manière convenable qu'à l'aide de l'Héliostat , c cst- 
& dire , d'un instrument qui n'est entre les mains que d'un très- 
petit nombre de physiciens. Je crois très-fermement au théorèuj* 
de^ Py^thagore sur le triaogle rectangle , parce que des milliers de 
géooièlres « qui «n -ont ejcamtné plus d'une fois la démonsbsfion , 
l'ont eonstsmment tronvée 4i;Micte ; parée qftie 'mni^mAme je l'ai 
répété peni être «ent fois et varié d'un grand nombre de manières , 
sans jamais trourer le rtfisonnemeni en défaut' j parce qn'enfin jn 
puis la répéter encore tout «nsst sonrent qu'il roe plaira } mais 
les expériences de Newton sur les couleurs m'offrent-eUes une ausst 
solide garantie ? c'est.ce dont le lecteur pourra juger , par les détail» 
dans le-quels je vais entrer. 

J'observe 4'aburd que , selon Newton et tous les physiciesm 
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PHIHITIYES. * «35 
91Î ODt lom sa' doelrine.y le spectre ne- présenté ^às proprement 
«f^/ coalears, maU bien ait# infimti- de eouleors diASAremment 
séfran^les et panm lesquelles oh' remarque* eeulemoit' noanees- 
principales. Quelques- précautions* donc que Von- prenne pour- isoler* 
le plus possible ces*naanees les- unes de»auirM , toujours- le rajon que 
^'00 fera passerk travers on*second prisme* sera nn tzjoïï plus on moins* 
connposé , qui conscquemmcnt devra subir quelque dilatation , dans 
le sens perpendiculaire à la langueur de ce prisme,- conlrairenieiit- 
\ ce qu'avancent la plupart des physiciens. 

Mais puisqu'erifîn ces expériences ne sont pas à la portée de 
tout le monde ; examinons en détail par qui elles ont éié faites, 
et avec quel genre de- snocèti- 

Je rencontre* d-abord- M4inciU\' expe'rimeniktenr' très-- babile , 
qpt manquai totalement ces- expérieneel y et qui établit , d'après- 
lés résultats qu'il en obtint,- une- théorie* toute différënte de celle 
de Newton' ( Élcgfs act^imeum , pa^ Condorcet',. tonu- 1,. 
pag. 85 ). 

Smith dit bien qu'an -ra]ron'bom<^gkie>piésentë^ un* second prisme* 
s'y réfracte d'une manière uniforme , sans se dilater plus dans un- 
sens que dans l'autre ( du moins- autant que l'œil en peut juger ) ;'' 
mais il n'explique pas s'il a répété l'expérience sur chacun des 
rayons en particulier ( Cours comfiict d'optique ^.Xx^à^QÙon à^ Pc-- 
zenas , tom. 1, pag. 194). ' 

*SGravesande conTicol que l'expcricDce est très-di/Iicile , et qu'il 
ifest pas- surprenant que lûrlotte l'ait< manquëe } et il donne ses- 
oonjcctures - sur les -causes -qui peuvent- aonvenlir«npêcber de réassir 
^^Èt^Mns de physiquff traductioo-dft'Jdaeourt'y.tom, II, pag. 293). 

lfatf«dl^ji^r0dk dit seulement que , plus-un- rayonî aon-été rompu* 
gar le- prisme , plus aussi il le: sera par le second $ ce que* pcr-- 
sonne • n'a jamais -aong^ ^ • contester {,Étsai. de /ffysifaê , . trâductîoa^ 
dë'Massuet, t6m.ill , pag, 538).- 

ISoIlet dit bien 'qa'aocun des- sept" n|]roQs du> spectre- m* se' dé-- 
oom(|oseia: à< tnveia> on: second- pçisne \ mais -c'est le - rayons mr^-* 
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qu'il pretorit de ohoislr pour sujet des expénencét; Il iiuiite d'aîU. 
^ leurs a^'ec force sur la difficulté de l'opération ; mais il ajoute qa'ua 
esprit non prévenu sera toujours dispose' à rejeter sur la défectuosité 
des primes ce qu'elle pourra oilnr de doulcux dans son résultat 
11 ni)us parait (ju Vj-/?r;V docile aurait été le mot. ( Leçons de physique 
expèrlmcnlalc , quatrième édition , tom. V, pag. 379 et suiv.) 

Paulian dit à peu prés la même chose, mais c'est toujours ie 
rayon rouge qu'il prend pour sujet de lei «npéiieilcti ( Ui^iumÊkê 
de physique portatifs édition de 1769 1 toni. 1, pag. at5 )• 
- "Para paile bien •ëgalemeot -du rayon rmÊge Jt\ dn - rayon içiVte , 
nais tout oe qu'il dit ik ce sujet ne saurait être d'aocun poids, 
ef tendu que «loin qull parv'ue avoir fait lui-même les expdrienees^ 
il s'appuye uniquement de ce qu'elles jOnt réussi A Vemton et à 
HolU'J ( Théatia dtê être» seajïhles t tom. III, pag. 126 ). 

C'est encore le rayon rouge que Sigaud-de~Lafont prend pour 
sujet de ses expériences, et il ne dit pas nriéme qu'il en doive 
autant arriver aux autres ( Èlcmens de physUjue , tom. IV, pag. 33G). 

Boisson iniliquc le rayon rovgc et le rayon violet comme ceux 
sur Icsq-ucJs l'épreuve doit le mieux réusbu- , altcndu , dit-il qu'ils 
se tcouveia aux deux extrémités du spectre ; mais il se détermine 
finalement ponr le premier ( Traité HimMairfi de physique , qua- 
tcième ëditioQ, tom. II, pag. 3o3 ), 

Haëf mentionne Tcxpérience sans désigna^oo de oouleur { mais 
c'est toujours Newton ^ull prend peur garant, saps rien dire qui 
puisse faire cmîre jqu'il a Térifié lui-méoie «. awfc tout le joîn ci. 
toute la scrériié requise , les résultats obtenus par le plûtosopha 
anglais ( Ulrati^ ilèmtniain d$ physique ^ deuxième .édition , lom. II « 
pag. 210 }. 

. Libes n'a point mentionné l'expérleficc dont il s'agit ( Traité ecrn— 
f^ct et clèmenluire de physique, deuxième édition, tôm. III )- 

M. Dcudan s'est fort peu étendu sur ce sujet dans son Essa£ 
duu amrs èjpnentnlre des sciences physiques \ et quant à M. 
Siflt 4 vi $'<4St ponatâAuneot uaootré r^cwtouiei) trop prononcé pour 
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PKIMITIVES. 337 
-que oe quHl tmacc à cet .<gard eniralne «ae conviction coo^- 
. ^léte. 

II ne dit pas d'ailleurs , ni dans son grand (rait(i , ni dans 
rabrëg(< qu i! en a donné postérieurement , qu'il ail fait lui-mûme 
toutes les expériences} el il se contente -d'en, indiquer les résultat» 
«ominç ayant été obtenus par Newton cl par les autres physicTeDS. 

En toilà plua quMl n'en faut , je pense , pour , pronver que , « 
îe voulais entreprendre de révoquer en doute J'expétienee par laquelle 
Newton pâlend. prouver indïalinclement l'inaltéraliinté des diverses 
«eolcurs du «spectre, je ne me irouveraîs pas sur un terrain trop 
«nativals^, sur-tout si je voulais faire entrer en considération Via- 
Huence que peuvent exercer des doctrines qui ont olitenu une grande 
vogue , cl qu'on cherche plus i confirnnor qu'à contredire , sur la 
manière de voir des expérimentateurs. Toujours «era-t-11 vrai de 
dire que , si chaque sorte de rayon jouit d'une refraction cons- 
tante , il devrait être possible d'isoler complètement les unes des 
antres les couleurs du spectre , ce à quoi on n^a pu pourtant 
parvenir jusqu'ici ; et que si , au contri|irç « chaque eonleur eat 
«omposëe de rayons diversement réfran^les , en lui faisant traverser 
un second ,pH*fB^* <^ doit ^ se dilater, un peu dans le sens per^ 
pendieulaii» à. la longueur, de c« .dernier (*). 

• - .■ ■ ■ i ' , . ... ■ 

' O 'e Mi> «Mora i tmufiMmin, paoMiDdi mi MMijfon «bMloé à am- 

plovtr., pour c«6 exp(^rîenc4;s f un faisceau lumineux de forme conique , dont 
l'inicnsilé n^cesiaircnirnt d'autant moindre qu'on l'emploie jilus loin da 

•ODuncl du cdnc ; el dont la divergence des ûlels vient d'ailleurs «e compliquer 
«vec cèllc qui t'opire par la aiiVtMittoif llsnli'le '^^ftaol^;!!!** ti» aerril^]^^ 
fins facile quo de Se proenrar «ilTfsiiA^ieflfOtriqaë «xtrémement rtilSHae^^at' 
coOirfqnf mmcnt beaucoup plus propre aux ««pf'rîwceï ; il ne s'agïpait , en e/Tct, 
pour cela, que de recevoir la lyouère,sol|ùc,.Mr une lentille convexe de grandes 
diqieosioos , placée au vokt de la chpu^bi^^olaeiiM.f cl dé dianeer ensuite 
la flOBfwfmec «a paraS^fiiaw» «1 Wjcia ^vaa laoCiUe cawciMiblsiiieni ' coiw 
ca«e, placée on peu en-do'Çjk da fojer. 
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Doit'Oii être surpris d'après eela que la ddctrine de Newton àit 
trouvé et trouve même encore aujourd'hui des «ceptîques ? et , si 
parmi sea adversaires elle a romptë des Ihizelti , des Regnaud ^ 
des Pardies , des Buniers , des Gordon , des Gautier et des Marat , 
on y rencontre aussi des Mariette , des Dufay , des Lecat , des ' 
Prieur et dt-s Wunsch ; et quel fond peut-on faire sur des expé- 
riences qu'il n'est donné, de répéter avec succès qu'à un petit 
nombre de physiciens privilégies ? 

J'admets cependant, sans- restriclion- aaciine- , toutes- les expé--' 
riences consignées dans l'optique de Newton ; j'accorde* eree lai 
q^ae , non seulement les. cayoDs. roiir^tf , /«km et Mnn du spectre, 
jnais même les. rayons, orangêr , rar/ et VMlt$ ^ -reçus- séparément 
«ue un second prisme et même sur- tant d'autres- qu'on voudra , 
n'y subissent pas la moindre * décomposition- , tandis qu'au pontraîie 
ce second prisme résout de suite en leurs élémens les mêmes trots 
dernières nuances , formées artificîclleincnt par le mélange des trois 
premières deux à deux ; et je prétends prouver rju'ii n'en rcsulic 
pas nécessairement que tôutes les couleurs du. spectre soient ées 
couleurs primitives et simples. 

Je prie auparavant le lecteur de bien conside'rer que je n'ai 
ancnnenent Ici le- dessein de 'fatté oh système ; que j'envisage hv 
cliOttJHMU.on- point de- vue purement logique ; que , n'ayant opposé 
à. la. doctrine- généralement admise que des. doutes- et de» râlions, 
de- éonvenance, j'aecohlê- qu'il ae-pourrut,. en- toute rigueur, qu'il 
y' eût séptcouléurs primitives ^ dana tA'ute l'étendue de raèeeptioa' 
de ce- mot } ce que je* me proposa- senl<^ment' d*ctablir ,. c'est que 
l'f](i^^f9le«|: de ..cea, f^^.;,4fqoIeurs ne résulte pas- nécessairement des 
enpériemie».desqiielles.oB' prétend. s.'appoyer pour- l'établir ; et qu'en 
paHiculier ces exp>^riences< pourraient fort bien se concilier avec 
l'oplnibn , très-pilausiblo d'ailleurs, de ceux qui n'admettraient, pour 
couleurs primUim-pr^oprement^ ^^^c^;/ . rou^e , le jaune et. 

le i'/cu. ..... 

Dans l'ëiat actuel de la science y ou peut, distinguer , dans les. 
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PRIMITIVES. u^Sg 
vayons du spectre «olairc , sw ^ualitët prtneîpale* ; stToîr : kor 

coloration , leur Tèfrangihiîiti , leur force tTUluminiltiùn , leur 
JauUlé calorifi^uô^ , leur 4nfiuiac€ -ehimi^MÊ -«t 4eur f/repriiti 
wnagnitifue» 

D'un «aire «dtc , bien que le naliire -de» nwlëculc» ^e le lo- 

niéire nous soit absolument inconnue , on conçoit que deux de 
ces molécules , ronipnr<*es l'une \ l'autre , peuvent différer entre 
elles ou par leur Jigure , ou par \<£\XT volume ^ ou par leur densité , 
ou par leur tilessc , ou enfin par plusieurs de ces choses à la fois ; 
ce qui , au besoin , pourrait o/Trir quinte classes distinctes de 
molécules. 

Bleis^ comme je n*ai seulement ici en vue qu^ la coloration 
et la rifrangibiHti , je supposerai que loutcs icf nioléculês de la 
lumière «nt rigoureiiaemeiit la même, densilé et la même TÎtectft; 
et qo'elles n« différent «oniéquemm^t les tinei des autre» que par 
la ^$un et par la mëu*. 

Admettooa que la iréfraiigîbililé, lnd^peiidaat« 4o U fifore^ Mit 
phM grande* pour les molécules qui cwl^^oifis 4a. ^aasa at «(Madré 
pour celles qui «o ont davantage^ 

A^iiMtCoDs eiM«ire que la .«olara/nM , «u Vinpraasten sur rorgaae, ' 
tottt-à-fait indépendante 4» la masse , ne soil' produite ! que par b 
îfigure seule ; et ^ue les molécules de la lumière n^aBbelent que 
trois formes différentes. Poui* fixer les idées , supposons que ces 
formes soient le tétraèdre , Voctaèdre et Yicosûèdre réguliers ; t{ue le 
tétraèdre produise la sensation du rtfifjfay i'0f/«^# celle du /tfiriM ^ 
«t ï'icosaèdre celle du bleu. 

Admettons -enfin que les -molécules de chaque coiiletir , et , pir 
conséquent , de chaque ligure , ne soient point toutes égales en 
grosseur , ni conséquemmeni en masse ; que -ces masses décroissent 
par degrés insensibles -, mais de manière pourtant « x° que les plus 
grosses molécules rouges aient plus de masse que toutes les eutles ^ 
a.* que les plus grosses mvléau}^ jam*^ «^901 plus de nraspp 5|ue 



COULEURS 

k'ft plus petite* molécules rouges ; 3.** que les plus grosier ino1ij-> 
eules.Bieuês aient plàs de nïësse qn'e le» plus petites mollécales 
faunet ; 4>^ qo'en&i , outre une première sérier motéculës rtmgt^^ 
èatxi la plupart sont d*ane nasse égale il quelques moléèules fatmes, 
ma'iii toujours* Sttpél-ieurc à celtb des plus grosses molécules 
il existe une seconde série de ces molécules rouges » doUt las' mo- 
lécules aient une masse inférieure à celle des plus grosses molécules 
• Nwiê , mais non inférieure k celle des plus petites^ 

Ces supposillons admises» et ellè» n'ont! certes, rièn qui ré- 
pugne» toutes les expériences auxquelles on voudt-a soumettre un 
rayon solaire donneront évidemment des résultats idenriqucs avec 
ceux qui se trouvent consignés dans Poptique de Newton. Ainsi , 
leur passage par le prisme donnera naissance à un spectre colore 
présentant , du rouge au violet , une infinité de nuances parmi 
fesquelles on- en remarquera six ou s^t principales ; et chaque cou- 
Ifenr eo particulier, en traversant tant d'autres prismes qu'on foadra^ 
ne pourra pins subir do- décmnpontion uttérieore< 

" Dana oetté hypothèse , Yoranger , lo rsrf et lu pMêt seront bien 
Téritablemenl de» «oai/mr» hiamn»-\ mais il* en- pourra exister do* 
deux sorte* , dano diaque- eq>tee } savoir : de» couleor» binûces boni- 
tes' ip^léouies- présenteront deax sones de figurée ot donx. sortes 
-de masses;, ot oeliesHii se décomposeront fadlemciit on traversant, 
un prisme; et des coaleurs binaires dont les molécules préseoteront 
également deux sortes de figures , mais des masses égales -, or ^■ 
i>ien que la sensation produite sur l'œil par ces dernières soit en 
tout pareille à celle qu'il reçoit dn choc des autres , elles résisteront 
néanmoins à tous les moyens de dticompositlon dont nous pouvons 
disposer ; elles ne seront pas indécomposables , mais elles decneu- 
^ront indéfomposécs , tout aussi long-temps qp'on n'aura pas dé' 
eoavert des moyens d'a^ic sur. elles diifércas do ceux qiii. nou» 
sont présentement connus. 

' Je ne pense pas , au surplus p que rien de ce que je viens d'avancer 

aie 
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primitives; a^t 

lit éU' àéuewai par* M«wtoii- luî-Déme.- Plus r^iervé , el , poiir'uiùî 
dira» nuiiiii Newtonleo que la- ptofAct de eeiut qui root prô pour 
{vide» il dil » déi lee- pramières pages de son ouvrage : Lumen 
eu/as ûmnes radii sumi œqitg rtfrjmgibiUs , id ego simplts ^ homor- 

geneum , âi sîmilare appeUo î^on quod id plane et omnimode 

homogeneum esse , affirmare velim ; scd quod radii <fui pari sunt 
refrangihtlilate , iidem in isU's sahem omnibus , de (juihus in hoc 
libro disserendum erit , proprietatibus inter se conveniunt» ( Optice 
traduct. latine de Sam. Clarke , Lausanne, 1740» pag. 4 )• 

£t ailleurs ( pag. 17 ) : Ohservandum est autem , ejc hisce ex~ 
'^rimeniis non ié eohtimto ejfici , ut HbuT mme hantn , fuo e charta 
tmrulea fiuit , magis refrangihile puMidkm sit , çuûin id mimû' 
fMoé Jluat e rubra : uHrumque enim' istomm- luminam ex radiis 
diverse refrar^ibilibus compasiivm esi\ adeo ui in isto rubre lu- 
mine nonntdli sini rmdii aihiio * minas refrangilnles çvam radii iA 
cmruîeo et' in isto cmruleo îumîne normulli sint radii' nihilo magis- 
re/rangibilês fuam- radii in rubro,- 

Lyon-, le 10 de janvier i8jo.> 
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GÉOMÉTRIE TRANSCENDANTE^ 

Construction ^rapJu'r/ue approchée du pr&bléme de la 

dupUcalion du cuhe^ 

par M. .Gëag 01I.21IU 

J'ai monlré , à la page ao*» du pnVrdi nt volume , 'comment , au 
jiioycn d'une parabole et de sa dt-veloj>i)t e , cxnrfcniont tracées à 
l'avance et une fois pour toutes , sur une icullic du cuivre ou tlf 
carton , on pouvait aUénieni parvenir à detertuincr graphiquement, 
d'une jnwiîëre «pprqcbde. -, les /«cines de toolc équttioo donnée 
.et nttnaéri<]uo du trotûèiDe degré p et obtenir €OMé(|tténiment une 
solution graphique •ppcpchëe du problème do la jyiseetion 4e 

J'ai remarqué poatérieucenaenl que la même figure pourait aussi 

4rèi--siinplemcnt fournir une construction graphique apptorhée du 
problîmc de U Duplication du cube, La raaoière de l'employer à 
ce nouvel usage petit être compose sous fdnoncé que voici , dt 
qui me pnrait n'*^lrc point dépourvu d'uno rcrî.iino clcgance. 

Cherchez le juiini de la jiarahole dont l'ordonnée est égale à 
Varcte du culc donné \ menez la normale de ce point, laquelle 
sera en même temps tangente à la aci cloppèx en un certain point ; 
cherchez le point éê la développée dont l'ordonnée est double 
fitUe de eelm-^à \ par ee nouveau poini , menez à la développée 
»^ tangente , fui sera en mime teav^s m^mate à ta paratale e» 
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DTJ CUBE. ■ 24^ 
•un setond point ; F ordonnée de ce dt-rnirr point sera -i'arèiâ du 
■cube cherché , double en volume du cube donné* 
Suit, en efTet , i'équation de la parabok 

Pégvatîon «Tuiif normile Mra 
oy 

Si l'on veut que If point (x , y) soit un point de la dévcloppt'e , 
■il faudra qu'en dil: . rruiSaiit cette dorni(''re (équation par rapport k 
Ji' , fjf' f les coordunuees jc , jr deincureat coastaotes, ce ^ul donnera 

mais la (li/Iérentielle de l'équalioti de la parabole est 

éllininant donc cotre ces deux équations « il viendra 

éliminant enfin s^s* «nlre celle deniîère équation et celle xle la 
noruiale , on aura * 

. ■ • 

ce .qui nous apprend que i«s ordonafêt. des . ^iWr# pmntf A ia 
ièfdofpiê sont proportioMiHe» ûu*. aijhs àts ttritmnéts its pmnti 
twrespônéans ie 'là paTMhole , ei jnalîfie atiiû \^ coiuiroQtioa in- 
^Î4«)ei» -^lua'hâMii. : i • , 

• • On! Toît ea méAie temps -«inViiieicenstraelioB toul-i-fak analogue 
résoudrait . le proUj^me , plus giSnéral , où II s'agirait de déler- 
miner Varèle d'un tube dont le vêhmf/àt à celui Sum mtte tui^i 
Joni Varèu ai donaic Âans un r^p4u4 damU'f 



a44 DUPLICATION DU CUBE. 

Si U parabole avait une ëleodue trop bornée pour qu'on pût 
l'employer à la solution immédiate du problème, on subsiituerail 
i l'arête du cube donné, sa moitié , son lier» , «on quart, oâ tout 
autre de ses «ous-multjple« , et , op^Ml comme HOU* TaTons prêtât 
ei'-dessu* on pmiaidEtit sa. mèm»-. MU^nialtiple da Taièlft. 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Froblème dAnaîise indéterminée, 

m 

Q^ÙBLUES sont les valeurs . entières les plus générales de s et jr 
qui roodoDt entière la. Iboction ?' 

ProMême de- Combmaispn,. 

Démontrer, à priori , l'Identilé entre lei formules qui résolvent: 
les deux problèmes suivans : 

I. De combien de manières peut-on choisir n choses parmi m 
choses toutes diiFërentcs les unes des autres; ou, ce qui revient au 
même , combien de termes peut avoir , au plus , un polynôme 
homogène de n dmeBnoiie,.lN«i4aTee MlettfW'doDt •ucoiieii*e»t 
ffépétie pluaieuia foi» -dent «n mtaie terme 7' 

n. Be «Mnikieii. de inemètes peut-on choinr m- cbeeee parmi' 
m-"0+i aorlee da choeee, an- nombre indéfini de diaqna «oria 
avee la faeolté da pmndra tant ou ai pau> da elioeea- de chaque 
aorte qu'on Toodra } ou > encd'autfca termes, combien de termes doit 
avoir un polynôme homojjèaa- êom p l t t ^ ^a- a: dimaniioiMiy.ibnclioBt 
da m— iBfirt lettre* i. 
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DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS. 345 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Becherches ttanalise , relatives au dé^cppement des 

fonctions ; 

M. "Svéném Sarrus » professenr de matibématiques 
aa collège de Pezéoas; 



Soit Vë^aatioii 

et Mîent U , V det fiMMlîoiui ciilIènmenC adMtiwfm de m «ana 
a, bi on aun 

AU àU dx J dF djr 

dd djr da ' f dô" dx da * 

d^ iLb dé * } d* * dsT "dT ' 

les ëqvatîoiia dci (leoz eonpks dooneiit , par dWinon ; 

dx d£ d» 
da ds ^ d« 

d* ^ ar iT 

•t en égalant ces deux valeurs 

Tom, X, n,^ JX, i." mort 1820. 3^ 
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DÉVELOPPEMENT 



àV dr _ dV 
dâ~ W dé 



(3) 



'an a «con 




V 




nais; «D Tcrta à» rëqoatioii (3) , 




d^ 



et 



d0 



(ir dr; 
dô" dT 



donc fiMlemeot 

—r- TT-' 

«t Fon annît iemUablement 

• dF df^ 

— ai — * — 35 

Si Ton arait 

et que , fniieiit des fonctioiM qneloon^e» de jt , , 
«t ^> } en troaTenît» eenine dam ce qot fiécède, 
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DES FONCTIONS, 



»4l 



— SI 

d'o& on déduirait 



àV àV 

dcr dr 

dl». dflf 



(5) 



d»' 



(6) 



•I 



da 



d» 



d^ 



Les ëquations (4 , 6) peuvent ^trc «tilemcnl employé au àétt^ 
ioppemcnt de certaines fondions. Soit, par exemple, ITi développer 
suivant le» puis«ances de b , longue s est donnée par l'équation 



(7) 



* désignant une fonction quelconque de JP i lut a tâ. h, NoQt 
déduirons d'abord de l'équation (7) 

^=(«+»s s )*'(•+«.)» 

l* désignant ici la iboctiAMi piime d« f ; cela donnera 
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ix (j-s+bz) ^ 

on troiiTerait dû la même muièra 

La tsompanàMim de cet deux valenn doniM 

eonpannt ensuile ce rbiiltat ayee les ëqttftttoni'(i) , U Ttendra 

ce qui fera détenir l'équatioa (4) 

i (9) 



chan^nt eosnlte F en , on aura, pour ce cas particulier, 

âU <iU 

±L= (lo) 



L'é^ualioa (8) donnera donc, co vcriu de celle dernière , 
d*o& on conctora , de la même manière , 
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DES FONCTIONS. • a^g 

* ♦ 

A» ,» , At ,i 

et d« celle-là 

et ainsi de tnite ; de manière qu'on ann , en général , 

âhm . Ji^t • VU 

Une fois parvenu à la formule (ii) , le dtivcloppemcnl de 27 ^ 
suivant les puissances de ù ne présente plus de difHculté. 
Soit encore 

X, <i étant des fonction» qudconquea de # , s, sans a , b ^ , i,. On 
trouvera , par la di/Krentiatiod , 

£n posant , pour abrdger , 

*=- 2 » 

la dernière de ces ë(|ttalions donne 
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aSo DÉVELOPPEMENT 



d*oè M oondiiC > ra noyMi la prenlèi* » 



Qn 'troimi» MnUaUfimtnt 



Cei é^tioQSi eompavées a«t pr^eëde&lea, donMol 

ix Ax 

f I 

(12) 



4* d« 



Sn niifant U narcha qui a coodaîi & ceUa8>ciy nous tnnreîiMia 
aemblableinent' 



d», do, 



X djTi _ d»i 

d 

En bliserTaat done qna 



lix ix 

> f 



di;"''di, * 
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DES FONCTION& 



•ai; _^ d£^ d* àu d». 



(Le dâ| dxt liai ' 



dV âx dU dx. 



nous tuniii 



— 
dft 

dP 



dt; 



dl7 

•'«"dir • 



(«0 



Enfin , en suivant la marche qui nous a conduit des ëquaUiHU 
(4> 8) À la formule (ii), nous parviendrons aux suivantes ^ 



dtnU 
dfï 



da 



jjm,- m. 



df7 



(,5) 



' d«i 



dai"*'-» 



Pour compléter cette recherche , il faut parrenir à l'expression de 
Pour cdi, nîi 



a5a DÊVELOPPEMEITT 

m 

« ~ d« • 

p , ^ ëtant des fondions de x , x, , satisfaisant , pour U , aux 
ëqualioas (i^}^ du moins en ce qui conceruc p. Avec celle res- 
triction , Ton trouvera , en développant. 

*"ir =*^C' ai ; + ir^^-*-^'^ > 

et> comme il «ulfii de ntiafaire à cette équation « nous poserons 

diffîraitlant la se c on de par rapport & « i elle se rédaîra , en vert» 
de..]» praonire, k i 

P — » d'où »Œ»i«""*î 

aa da 

mettant cette Tsleur de p dans U seconde des ëquations précd» 
dentés, on trouvera pour f 

et l'ëqualiun (16) deviendra 

' dï*™~5 — C'»-';-5r î 

d'oà on conclura 

4*. 
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mai»,, en Tjerta da* ^atioM (tS)f «n a 



<• .« > I > 4 - J • 



iwi Ton 



•B .Asertui» ft quantité dèn» las pmOièseâ peur être mi 
wom cette forme. 

• « . . -, . 
^t^; de, de ^* d« ' 

♦ * 

il Tiendre finalemeiir 



nuiis on • 



lanoit 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS 



'■-*.( Z^Z,""' • h^" I 

\ datla, àa, da da da, ' /| \ 



Une fois parvenus 2i la formule (17) , le d<5Teloppemcnt de U,- 
suivant les puissances cl produits dts puissances de â, b, ne saurait 
plus o/Trir aucune difRculté. 

Il est aise de voir , d'après ce qui précède , ce qu'on tarait k 
faire, si, ayant les trois équations 

* =f +5 z ) , 

oii z , C| . 2» sont siipposes des fonctions quelconques de j; , x, , 
jr, , sans a, a, , b, y » ^» , il s'agissait de développer U , 
suivant les puissances cl produits de puissances àe b f à, t 6^ ; U 
étant lui-même une fonction de x j x, ^ 4*,, 'sans 0', h, fli , tu 

• / et il en serait de mAme pour un plus grand nombre' , 
d'équations entre un pareil nombre de fonctions. 

^'ous terminerons par observer que M. Laplace était depu^ long- 
temps parvenu à la formule (17) et à ses analogues; mais seule- 
ment dans la supposition où B , b^ devaient , après les difîéreniia- 
lions , être faits égaux à zéro ; ce n'est même qu'en admettant cette 
hypothèse , que M. Lacroix est parvenu aux équations (i 4) ; voyez son 
'Jrai/é de calcul dijérentigl et de calcul intégral , deuxième édi- 
tion , tom. I , pag. 281. 
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ANALISE ALGÉfiRIQjUË. . . 

Al Mdéppemmt des Jhàctiims^ mdonndles composées 
en /raclions pariiellesf 

Par M.***. 



!.. Cette matière a etë trailéc, avec beaucoup de soin- et (T^tenduc 
dans VIniroductio in analisin inftnitorum d'EuLER , cl ensuite dans 
Je$ Insiitutiones calculi différentialis du nit inc aatcur. Cependant, 
je ne croîs pa« que les méthodes consignées dans ces excellcns- 
ouvrages soient à la fois les plus faciles et les pins expéditives.- 
Je Tais en exposer une^ui, k plusieurs^ égards, me parait mériler 
r» préfétence» 

.Froblème^ ,1,- 

Sè. Etant donné la fiaedon- , * ^ .. ^ t danslaquellè i—msi-f^'" 

est le- pradnit de» deiiji.iÇietean in^us ■•^V» i'-^<(r>oir] 
dé- la. déoonpoMT en celte- aiûte' de- fiietibiw pertiellea* 

^ . B V €• \ • . _ ^ 



—y» 



Je fais. .i 



5 .A 



• rJlACTlOJHS 

t— Mrs* , d'où .*= T "~ "T" ? 
pic «omëqHMit 

en posant , pour abréger , 

''"T ^ / F' ' 

DotK la (raclioQ propoiëe 

k 1 

1 _ I 

. u ■>,l' , • ' ■ ' 

If « «!i.oiteBMit k sntie qui cësulu de cette fractwo par rapport ï 

-i , comme il conviendrait dan< Illypolhèsft 4e • infiniment pelil , 
i\ est clair que les m premiers termes de la suite ainsi ordonnée seraient 
^ j - L. ^,^<^^ i paiaqoe le défeloppameat des autres 

' -^'iitiLi ^1 ^ -I- ne pent donner aucune 

puissanee < négatlre de done les m teniMl 

. aoni pcédaément \fa m premiers terme» ^e fournira le jicveloppe- 

■ ■ . - j ■ . - • — : . — < 

ment de PtKpressîoa ^ . ' . • 

l/lùii on a . ' 
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EAtlONNELLES. ^ 

-.^i— - - -t------^ ""7";; r^*"*"'-v 

4oae • ■ • . 

• » ■ * ■ 

îitsqn'& e« qa'on ait m de eet ^antltés. 
En «ipénat winblalikaieBl «or Vaotk» facteur i^p^s, el feiaaiit 

)a IraoUoD se trouvera décomposée en ce* deux suites 

■ I l m b 1 "'4-» ft* I ■ 1 

]0-^«>« "".T ^ (!-»'*)■■• T * a e» (1-^)"-» \ 

dont cbâcnne doit SToir m terfhea. 

Puiaque •5=/?+// et $^pp^ , le» qnaatUda s, b, a' ,jb' peaveal 
«'«sprimer par le niflyen p tlp* aattlemcoi/ aiwi eo aura 

^ • ."i^y' ^"7^' ^r;^' 



3. Si Fon rappoM ^ le dércloppeinenlde la fracUonT — j 
4oiaiela.aiâla teeumnte 

pour en aroir le terme {général K») , ou fera , pour abréger. 



a5& FRACTIONS : 

■4-1 «-K "4-3. 



n-^i n+3 «4-/»— a 



^ •> • • t «. • 



■ 

Qt Ift |e(jn« géadral demandé sera. 

' ' ' i 

X • , I a. i 

+ ■^^^•——77^'""' 4 ^z:^"*— i - ' 

a C 1. a? ' t. a . J. 

4.. Si les facteurs de 1 — «.T+-«:r*' sont imaginaires , on les re- 
présentera par I— /(Cos.<iH-\/ -^Sin.f}j; et I— /(Cos.? — \/^Shuf)x ; 
et , comme ou peut prendre /= Jk ^ns que le calcul ea «çik moiiu. 
général, on aura. 

mûx «bu. •saCoi.f^ » ; donc: 
* = Co8.2t--|/I^Siitaf - 

Cfak aniat MmblabbaeDr a^', if\ en diaDgeiai: 1» i%iw: de }^Pmh 
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HATIOKNELLEa. aSji 



0 

It^t Il4< H'S II 11 A M Coi.^»+«— 0<>— C'n+tJ^I 



»4-» ■•4-« «t^-^ ^^ ^H l«^3 m m4-i Cot.[(m4«*-«>«— <m<f a)«900] 



1 * • " 3 'T-* ft *-3 ««■♦••JifcPt-if 

+ . • 

«o coDtîaoant 'aîiMi jatqu'ft m iqo'mi aiC m UnM». 

- 5. On peut simplifier fonnvle , en rédaiaant Jet tennei 

•u mêiBs étooààxMMnà } aloft «Uo deTÎeDi «prèii pliialeot» 

rédttcUons 

- , B+w+i n+m+a fi+m-4-3 n4-m4-4 »— «»— I Sîii.(ii+»)# . 
t a 3-4 »—««fa.^-»# 



wi— I »4«4* «-t-m-f-S i i| w | 4 li» jw t Sw.Oi+^» 

m»— I m—a w-j-in4-3 a^fm^M • . a— aw— t Siiu(»4.5)» 
"ïT' " a * 3 4 ai— 1 'a«»"«8in.»""»f 

m — I n — 3 m — 3 n4-m4-4 n— «m— 1 Sin^ii4 -7)# _ 



a5& FRACTIONS i 

■4>t i»f >. w4a. 
1*3^ * 



n+i n+1 n+i B+m — a 

X a à m— a. , 



et Ift tenn« générai demandé, sera 

4. Si les facteurs de i«— «j:-|-/8j;*' sont imaginaires , on les re- 
présentera par I— /(Cos.^-hv/.i^Sin.f\a: et 1— /(Cos.ip — \/ —ib\n.9)x ; 
et y comme on peut prendre sans qiie le calcul ça sçlt moins, 
général, on aura. 

nuii alofiL •saaGoMi' donc: 

i^sCo<.af|r— i/I^Sio.af' 



Clkk anr» teoiUaUéiiMiilr > «n clianyanfc Mg^ie. de v(<?;; 
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€opç p.. h ..mite tqm 'vient da d^Ioppenent de la tnclion 
• » 3 «—I •^•SiB.'^ 



+ »+» »-W »4«i"^ « "»»+« Co«.[(m+n— »>^m4.a)^o) 



H-t iH-» ^ "-1-3 » I m ^ «at i»fi iiifa Cwf Cwfii-3)»"Cw43)y><J 



«B BODdaaaiil 'aîiMi jatqn^è c* ^*oa ait ai Imas. 

5. On peut simpliHer Mtte formule » en lédaisant dce temea 
aa mita» dénomloalear ) àm «Ile devient , ' ijprèa plnsleott 
rédocUoni 



114^4.1 n44n'4-a n-fn+S n4-»n+4 »— sm— I Sin.(ii+i)^ 



_ w— t ii44ii4« i-|m>43 »— ait Si^Oi-f^» 
I a 3 4 " »— f ' a.m'"Kajm'if 



1 s 3 4 m^l g^ua-^Sit^jun-ip 

m— I m— a m — 3 n— «n— i Siiv(R4-7)^ 



PBACTiOWS 
Ealcr » SimoùMé eell» Ibcmal* pour qjliélqti» Mt paitievlMn; 



^ .Dëcompoaer U. fraclion ^ ^ ^»^. . ^^ .^g . «» cette «mUi de 



® c ... g 
l_ I h... 



en snppostnt qat i—jgx , i— jp'* l—//'-» tont lèt tooft faclm» 
kidgaux de i — **-f-/i**— y**?" 

Spit I •*^«sa • f d'où «a i en posant pour ibtégpt^ 

H fBinâtf iwff«i4i^«^*y«'' doTienditt û s ] èi Ê^^- e ^. Maii ; en 
TCgndant • comme infininwiiC peiSc , kl acttU Umu infiaia ^ 
ilniltoiit do II jnolÎMi ptepoiéo aoat 

J 
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+.......+ f.- 

Ce» mémM termes se tireront de rexprcsslon dé~ 

Tcloppde jusqu'au /n.°>* terme, et par conséquent on aort 

ëgalltë vraîe , en développant U pmmîer memlwe josqul la pnî». 

sance ;7î — r de , "spuleoieilt» 
7. On aura donc 



I a 3 a* I a a* ' 



lyailleor», le lame gtfndrd des quantltét 'A^B, l>,.....i««i 
assignable; car , an fieu de la suite ^+-£-4.^ 4...... „it 

pris, pour plos de ^pKeilrf , i {x^tf»^Vf^^Tft^'^„„.) ; 

et on aon 5r«, c'est-à-dire . le tenue qu'on roudra , dans la 
mite T, T*, T»,^ exprimé de cette nanièie^ 



9$% FBACTIONS 

I a 3 ^ ft— I â «1-" 



— " • • - •<«•«•••*• , • " ■ ■ r r~ 
I a 3 «—a I a a*— « 



m 1M4-I m+a m+fc— 4 Jt— 3 A— 4 A- 5 W-«cî 

1 a . 9 *— 3 I a 3 

+ • 

Si , relativement aux autres rncincs p' , p^^ , on fait les mêmes 
opëralions , et que les quanlitcs analogues à 3 soient S^^^ et 
la fraction proposée se changera en ces trois suites de frac- 
lioii» «mplcs 

ft t t T 1^ . } 

4 l : ■ \-....} 

ï ( I F' r *» j î 

•4» — { — —. — : — - —, -= — ^ tl 1 I ' I I » , • ■ ' ■ ••<••) 



Au lieu lie dcJuifc les quanlilés J'' , J'^ , J'''-', et leurs 

anulogucâ de la loi gdnërale exposde ci-dessus , on pourra , si l'on veut , 

les i(irer.4ll iidT.ejip^eqa^i dfs ia fraeiion -p — , qui doit 

donner i— ^'•4-I''*'-7-r"V*'4!-«,... , îo«qu•a^ term« ioclmi» 
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Tement) de lorte que , dass ce développemeot , on pourra né* 
gli^er et les puissance» •àpéneures de 
8. Si Ja ^pantSltf x— «ar+Av*— aTaSi deux Iscteun égaux 
i*"-^'» I< quantité a ierait aéro; et en faisant toujours 

t-^M« , 00 annit à déTelopper • ^ ' , ce qui donnerait 

' / ' W C 1 , M Ili4,t «• I N 

et il faudrait prendre ara termes de celte auîle. 

Quant an troîaième laeieur i-/i«ir, on pourrait opérer comme 
dana le cas général $ mats , comme alors af*'\^im\-€,t*^ ne p^ut 
manquer d'éin un quané» le réinlut doit être fort simple. 

Pour y parvenir directement, je considère la quantité * 
ou, plus généralement, „ • J«fwi-/r=é,eUedew€ni 

, ^ / K — V" > lésulte la suite 

* 

dont il faut prendre n termes. 

Supposons ensuit* i^gx=p ; on aura une pareille suite pour 

l'autre facteur . et l'e;ipression proposée . ' se partagm 

en ces deui suites ^ 'ns ^ 

h fwniàiQ devint «voir a terme» et k monde 
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Problème III. 

p 

3. En général , soii la frac/ion rationnelle — , dans îaquêlU 

iê plus grand exposant de x dans le dénominateur soit plus grand 
fue dans le numérateur. Soii (i— p'^;'" un facteur dâ Qi on de^ 
mande les fractions partielles qui en ristUient f 
£0 représentant ces fracùuiis par 

^ +_î_+_£_+ + ^ 



(t-^>" ~ (l-fJ»)«-» T (l-^Jf)"-* ••••••• » 

P 

]• ferai, krordioaire, 1— ^s», et la fraction — deriendra de eelU 
fipnne 

je ddreiopperai en «ër'ie la fraction . v 

»4.iiH-»'>'-l-^»^-KM» , • 

ee qui me donnera 

-fir.^-' • 

en aorte que je n*anrat licsoin que des m premiers termes de cette 
•uîte ) et que je pourrai négliger , dans mon caleul , les , «"H-i ^ ^ 

\ mesure qu'ils se présenteront. 

Je ferai un calcul semblable sur les autres facteurs du d<'no- 
minatcur , et ma fraction sera décomposée avec le moins de 
travail possible, 

10. Exemple l. Soit proposé de décomposer la fraction 
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«1(1— 

I.* Belativenmt mi ficienr , il n*est paa n^«staîre d« fiÙM 

#s« ; on peut développer . , jusquaux a* inciusivt- 

ment ; en rejetant les , son dénominateur se réduit k , 
et l'on a 

•n se bornant à trois termes ; donc les fractions partielles ^i 
résollsnt du facteur sont 

1 « , aS 

a/ Soit 1—*=:%, ou *=i— la fraction — r — ; — -r étant cal- 
Cillée en rejetant les donnera 



donc les fractions parlielks <|m résultent du fiutenr «ont 



a? (»—*}• 9 »• 

3.* Si Ton fait enfin d'où gst^ ^+-^ ; lafcaetioa 

«"~**+3x' ... . , , ' 

— ; = deviendra, en rejetant les 

•a 

donc le facteur Ci-|-a«)' donnera les fractions parlielles 
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68 I 1 728 I 464 î 

JUflMmblaDt dooc ces trois résultats , on aura . 

as 1 7*8 I 464 ' 



Exemple 2, Soit proposé de 'décomposer eu rraclions partielles 
la fraction 



? 



( Voyes cet MeDpl« I U fia da diffirentid d'EOLEB. ) 

Sî Ton appelle «- Tare de 180* , et qu'on prenne 



h étant un entier ; un facteur queIcon<jue du dénominateur sera 
1— <ï;r(Cos.fi/^Sin.f). Soît doue • 



1 — 1 , (Cos.^— y/— iSm.f) ; 



comme il n'y a pàint de facteurs égaux, il suffira d'avoir, dans 
le numérateur , le terme constant , et dans le dénominateur celui 
qui est a^ecté de • au premier degré» On aura donc 



Digitized by Google 



RATIONNELLES. 367 

Maif , h c«uie Cot.9f c^Cot.» «t 8!iijtf ss^^Sio.! , eette expres- 
sion devient 



C'est la fraction pnriielle demandée. Elle ne peut manquer d'être 
accompagnée de la fraction 

-t- t 4-V— »^°*C'»>— '»""')^~Sia.(in—^— 1)^ 

•s 

la somme des deux donnera la fraction réelle 



quant ati signe ambigu , il e^t relatif celui de 1 dans la valeur 

Si Ton donne I A l«t valears successives o , i , a, ; jusqu*à 

ce qu'on ait n de ces fraction» \ leur comme sera égale k .la 
fraction proposée* 

Problème, IF, 



12. Soit (r— «;r-)-yi«')" un fskcle.ur di) dénominateur de la fraction 
P 

rationnelle ; on pvopose de trouver difectement les fractions 
partielles 
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Mos AiM obligë dft te Mmr de» fiielraii féali tm ima$Soa!rw d« 

Je ferai i--«jr-f , ou *•= ' ^ • Elinainanl , an 

moyen de cette équation , toutet lea pniMancea de s supérieuie* 
k la première^ j*aiini 

dans laquelle M , N , F ^ G ne contiendront poinl d'ar. On éli- 
minera X absolument du dénominateur , en multipliant les deux 
termei da la fcaction par et prenant 

on aura ainsi 
Faisant ensuite 

Mil 

on aura les coeflBcieiis etierebéa At S, A* , S^^ m-* 

.x3. £s£mj>le I, li s'agit de décomposer la fraction 



(i-H(>)>Ci-.«4«>) 
2.° Soit la fraction derient 

I 

Pnnt 
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Pour chasMr toajui-fait les x du dénominateur de --^ — ^ je maltipiie 
les deux tenues ptr «-|-« t j'ù 



jr I jr ^ I j[ 

. ■■ ou «opleinent , 

perce que est inutile. Or , en reîetant toujoun lee , 

donc le lactear (tHr^*)* ^oone les fractions partielles 

Soit i»«4«*sa« , on jK*ee«^i44 ; b fraction piopoeée 
deviendra * ou simplement * . ^ . Maintenant — — sa 

=— * î don* le fraction partielle qui résulte du facteur i— 
m 

•»t — . ■ » «i par conséquent 



14. Exemple 11, Décomposer l'expression — en Iraétiona 

.-Il ï (»-H**)* , 

partielles r 

Les facteurs de 1+4^* sont i4-â«+a«* «C 1— a«4-as*. Soit 
ï+iw+a*'=-' , on aura ^^^^ = . Meintenent si . dan. 

dans la quantité - — — , on rejette les , et qu'on élimine le» 

puissances de « «uperieurea à la praniire | ma nun 

Ton* ^ 37 . 
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Pour chasser les« 'da dénominaloir , je trooTe qu'il faut multiplier 
les deux termes ilar(8^o*|^«*>r4a3«f9** } alors cette fraction devient 

donc le facteur (i4-3jr4*a«*)' -^otane lar fractions partielles 

L'autre facteur donnera pjireU)enient , en changeant le signe de 4r , 

. »• Il*— iGv . ai — ai* 

et CCS six fractions équivaudront à la fraction proposée — — — • . 

Bimar^c Si » après avo'r d/i^mposë la fraction ^^^^^ ,■ dont 

le numérateur est i , on proposait une fraction semblable 

, «lonl le numérateur fiH 2k volonti- : on pourr.nt , «ans 
(,4.4x4)3 • f 

recoirnijpncpf le calcul , multiplier les parties Irnuv^'cs par la valeur 

du nuni^rdleur. Albfi , on irouvcrâit poor i4-8aM'cxprcss{ou 

p^ la^elljB toittliipliaot ce que nous àvbiîs dê)è trouvé 
le produit serait 
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— j 

donc la fraction proposée équivaut i la somme de celles-d 



a , 90-^> . 9('-^) 



ANALISE INDETERMINEE. 

Sur une nouvelle classe de problèmes indéterminés, 
avec QpplicaUon à la déoomposiiion de$Jira^onsi 

Par M. GBHGOitirKi 



Les seuls problèmes indëternitncs qu'on se aoit proposi?s et qu'on 
ait cherché à résoudre jusqu'ici , sont ceux où , étant données des 
équations numériques , en moindre nombre quo les inconnues x , 
Y f Zj qu'elles renferment, il s'agit de satisfaire à ces équa- 



(*] On trouve , k la pagv 379 du III.' volume de ce recueil , un mémoire 
■or le mAnw ki)<C , par M* à» Stainville qm l*a Nproâaii « aree «pitl^piei am- 
JilicMMNM, i la page 556 de tes JlttiisnfTf J^mmUs» *t A ghïïUtm, ( » 
Paris , veuve Coarcier , 181& ) 

J. D, G, 



AKÀLI9E 

lions , par des valettit àtê inconnues qui soient enUbes , si les ^qaalieiis 
ne passent pas le pieiftier degré , ou tout an moins ralionneUes , 
A elles sont de degrés plus élevés. 

M*'« l'analise indéterminée peut être envisagée d'une manîén 
beaucoup plus générale. Au lieu de supposer en eflet , que les 
données qui entrent dans les équations qu'il s'agit de résoudre sont 
de simples quantités numcrtques, on peut supposer que ce sont des 

fonctions d'une ou de plusieurs variables t, u , f î et au lieu 

de demander de satisfaire à c«s équations par des valeurs numériques 

entières ou rationnelles de x , y , z , , on peut se proposer 

de les résoudre par dcî valeurs d« ces inconnues fonctions entières 
ou lôut au moins ralionnellci des m>-inc5 variables / u, t> , 

Qu'on ait , par exemple , entre \cs trois inconnues j: , jr , z , 
les dcAix équations 

si l'on demande quelles sont les Tsleurs les plus générales de St 
y , fonctions entières de I qui y satisfassent , on trouvera 

«=5-3/+7/*— (2— 5/— 3/»+i3/'— 5/*)^ » 
yss3+a/— 4^»-4-:5— 13/+ 3/»— 7/^4-6/*)^ » 

oîi T désigne une fonction entiLic de / tûut-à-f;iil arbitraire. On 
doit remarquer, uu surplus, qu'ici les coejHciens numériques peuvent 
être fractionnaires, sans que les fonctions cessent pour cela d'ùir» 
réputées entières. Une fonction entière des variables /, c...... 

est simplement , en effet , une fonction où ces variables n'entrent, 
point au dénominateur. 
Soit encore, entre les deux inconnues s, y , l'équation 
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et supposons qu'on demuide d'y ntisfaire de la manière « la plus 
générale par des -Talenra de « , jr fonctions raliminelles de < j on 
Iroavera pour ces talenca 

_ -{-(2— /~5r» + a5<»)— a(3—i tt 4i ai<»»iot^T— (10 + agf— €f »--4ot»)r« 
^ (1— 3l+5<»)+(54««— *»)Ti : » 

où 7' représente encore une fonction rationnelle de / tout-à-fait 
arbitraire. Ii i lus coefKcicns numériques pourraient être radicaux, 
sans que pour cela les fonctions cesbassent d'être réputées ration» 

iiclles ; une fonction rationnelle des variables / , u, v, étant 

simplement une fonction qui ne renferme pas ces variables sous 
des radicaoz. 

Nous ne nous occuperons uniquement , dans ce qui va suivre , 
que de la résolution des équations du premier degré -à deux in*, 
connues , et o^éme dans le seul cas oà les données et les ineon» 
nues sont et doivent être nmplement fondions d'une seule Tariable /• 
Nous ferons voir ensuite que le problème' de la déeomposilion deif 
fractions n*est qu'un cas particulier de .celui qui noua aura occupé* 

Soit proposée l'équatioa « 

dans laquelle a , h , c sont supposés des nombres entiers , et à 
laquelle on se propose de satisfaire par des valeurs entières àa 3C ^ 
y, il est connu, 1.° que le problème n'est possible qu'autant que 
1* plus grand commun diviseur de « et ^ se trouve être diviseur 
de n.» que le problèow M tésout immédiatement lorsque If 
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plus pelît des coeflîeîem ^ Ml runitë; 3.* enfin, que par det 
tniMforaiatioiis plas ou moins nombreases, on ramène fadiement 
è ce cas celai, oà ce plas petit coefficient est difTérenide Taniié. 
AinM j si rëqnaiion pn^Kuée est 

on aura , de suite ; 

et en prenant pour x un nombre entier quelconque, on aura aussi 
un nombre entier pour la valeur correspondante de f. 
Si f au contraire , i'cquation à rë&oudrc est 

ait^-fgif8s6^ ; 

oa l'écrira d'abord ainsi 
posant 

elle deviendra 

9T/>+29j;=:58 ; 

qu'on pouna écrire ainsi 

posant encore ^ 

elle deviendra 
on 

poiant enfin 
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noui auront 
d*où, en remontant, . 

^sS+aiin ; 

Vttlk donc des valeurs eniières àa s , f fonctions d'un nombio 
entier n tout-â-fait arbitraire. 

Les équations indèierminëcs dans lesquelles les données et iei 
inconnues sont ei doivent être des fonctions entières d'une variable / , 
se traitent à peu près de la même manière. Soit en eiict | CQ 
giiuéral , entre x et y , une équation de la loiaie 

dans laquelle a , b, c , a' , b' , , a" ^ h" ^ c'\ sont supposas 

des nombres donnés quelconques , et à laquelle il faille satisfaire 
par des valeurs de j: et y fonctions entières de / ; il est facile de 
Toii', I .° que le problème ne sera possible qu'autant que le plus grand 
commun diviseur des coefficiens de x oi y sera en même temps 
diviseur de la fonction de / qui forme le second membre ; 2." que 
1 équation sera immcdiaiement résoluble , $i l'un des cocfBciens c«t 
une quantité purement numérique \ 3.** enfin que , par des trans- 
formations pins ou moins nombreuses , on pourra toujours ramener 
à ce cas cetoî oik les dcoz eoaffidons seront Ton et l'autra des 
fonctions de /• 
Soit , en premier lien , l'ëqnation 



ayfi AN ALISE 

(9— 5/-f4/*)s4-7/ss]3— 5/— iS/*— I* î 
elle donnera immédiaiement 

formule oit , en prenant pour s une. fonction entière tout-4-fait 
arbitraire il« /| on aura aussi pour y vne fonction entière de /. 
Soit , en aeeond lien , l'é^uaiton 

en la multipliant pnr Oj quarrë du cocfTiciont 3 de la p'u^ Inute 
puissance dti / dans le coeiUcient le moins cïcvù , ou pourra la 
mettre sous celte forme .j 

(a-7/+3/'X(a6+i5/)*4^y-(38/-57/«)l-(43-i34/)* ! 
S345— *iai/s7/* ; . .. 

en ponnt , 

(a6+ï5<>r+9r-.i9(a*-3/»)«/» , 

elle deviendra 

(a-7/+3/>^(43— i34/>rs45— iai/'7/' ; 

Multipliant celle-ci par i-pSG, quarré du corlTicient l34 de la plus 
haute puissance de /, djns le coc/Rcicut le moins ^evë^ on pourra 
ensuite la mettre sous cette (orme 

(43-1 34/) I (8o9-4oa/>- 1 7 65t^-(i 65i 5-{-938/} j-j- 1 1 a5/» =97875 j 
posant ensuite 

(809 
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(8o9-4oa/)/?— i 7 656j^— (i 60 1 5+938/)= r . 

e11« deviendra * 
(43— 13^)7+1 ia5/» 097875 { 

et de là , en remonuni , 

lias 

• X— tl«5g— ap— (a^7<4-3<»)r 

iiaS 

^~ issS 

Toift donc des Taleurt de y qui, en prenant pour 7 une foocUon 
entière quelconque de / , seront euaei des fonction» entières de oettn 
variable } en y chan^nt T en tiaS T, ce qui est permî*} elles 
deviennent 

*=(3— a/)-(a— 7/+3^)2' » 

oà T est toujoiue nne fonetion entière quelconque de /. 

Venons présentement aux applications que cous avons annsncéea. 
Soit d'abord la fraction numérique **~ qu'il faille décomposer en 
deux autres dont les dénoutinateurs soient respectivement laS et 
a5*. £n désignent les numérateurs par « et on eora 



125 laS aS ' 
ou 

d'o& 

où l'on peut donner ^ y une valeur entière quelconque. 

Tom, X 38 
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Si Yaù Tcnt ^pu jr soit )»lin petit ipie 5 , ticine do donimafeitr^ 
il faudra prendre y^i'j et Ton aum ainai 

- - = -4- - . 

Par une semblable méthode , on décomposerait uUéricurrmcnt 
en deux au ires fractions dont les numérateurs seraient 1 un et 
l'autre moindres (^uc 5. On trouverait ainsi 

-•L— -1-4. . 

AîfMÎ , en général , toute fraction numérique — peut être coftai- 

dcrée comme la somme algébrique d une suite d'autres 

Il h» . b^' , 

• dans leaquellea les numérateura b* t ^ ^"^^ aoattova moindres 

que a. 

Soit, en scrorul lieu, la fraction à décomposer en deux autres 
dont les dénominateurs soient les deux facteurs premiers cuire eux 
' 24 et 3.5 de 5on dénominateur? En désignant par^r,^ les nuroé* 
ratcurs rcspcctils de ces deux fractions , on aura 

VI — ' ^> . 

d'oÀ 

a5a?+a4f=37j ; 

cek donne 

4::=i9^34/z , y=25n — 4 • 

Si Ton Teut que lea numératenra soient plua petita qna lea dénotni- 
naleura, on pourra prendre nsso; cela donnera 

!»•_»» ^ 

On pourrait , par le môme procédé, décomposer ultértenrenent en 
deux fraclions ayant 3 et 8 pour dénominateurs ; tft dea numéraieilfS 
plua petita que cea nombres» On trouverait ainsi 
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49» 7 ' f «1 > 

et nous venons de voir tout-à-rhcure comment se dccoroposaicot 

les fractions de la dernière sorte. 

k . 

Si , en gdnëral , on a la fraction numérique ~ ^^y — , dans la- 
quelle les nombre» a , i,Cf,%»**, Aoient premier» entre eux , on. 
pourra k décomposer en 

dans laquelle les numérateurs seront moindres que les dénominateurs* 
Cette application de l'analise indétenninée ordinaire a déjà été 
indiquée par Legendre ( lAéarie des nomhres , dernière édition , 
pag. a6 )• La décomposition des fractions liite'ralet , fonctions d'une 
variable , est une application toute semblable de la nouvelle analise 
iodéierminée dont il Tient d'être question ci*dessttS. 
Soit , en premier lieu , la fraction 

(i-|-5t--afO' 

qui! faille décompoeer en deux autres dont les dàiominatenrs soîeni 
(i4-5/— a/*)* et a/*)* $ en désignant les auménleurs ptt 

s, y, on aura 

«u 

en résoirtnt cette équation comme ci-dessus» on tronve 

Si Ton veut que « soit d'vft degré infoicur «a ««eond|«t jr dW 
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degré inférieur au qualrième , il ne s'agira que de faire Tszo ^ 

ce qui donnera 

(,^.5l-.alO> (i+Sfe-al*)*"*" (1+71— al»)» 

On décomposerait » par un seniUabie procédé y la dernière fraclion 
CD deux aatres , ayaiil pour dcnomînatcurs (1 -^SZ-^S/*)* et t*|-5/— 3/', 
et dea oumërateurs du premier degré au plu». 
Soit» en second lieu » la fraclion 

C»— »'+5*»)» ' 

qa'îl faille décomposer en deux autres , ayant pour dénominatears 
(2— 3/)* et (i— a^-f-^i*)* / en appelant s tt y leuct numëratean , 
nous tuKODi 

* , r 

(a— 3<)> (t— al-l-St*)» 

•a bien 
cela donne 

*a«(a-3/— /»)+(a— 3/)^r , 

f 

Si Ton veut que les numérateurs soient d'un moindre de^é quo 
les dénominateurs y il snfiira de poser TIso, et Ton «urt 

a— 3/— <» 1— 5r— ii'-H* 
(a— 3r)î (I— a<+5<>)» 

ï o— 87^ 4-a57/*«-a95f ^ -f 87 «4-53f S— 5a« 
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Nous sommes loin de prdtentîre , nu surplus, que cette mt'îhode 
soil j)rof«-mble aux autres méthodes connues , et notatnnicnt à celle 
qui se trouve indiquée dans le prctédcnt mémoire ; et nous avons 
eu simplement l'inlcntion de faire voir comment le problème de 
la décomposition des fractions littérales se rattache à ia aouvclic 
branche d'anallse indéterminée (]ue OOIM avOQS «ignaléc. 



ARITHMÉTIQUE POLITIQUE. 

Sur les élections et le système représentatifs 
Par M. Gergohhb, 

commencement du VI.* volume de ce recueil , j'ai prësentl, 
sur les élections et les assemblées dclîbérantcs , des réflexions ten- 
dant à signaler un très-grave défaut du système représentatif , le- 
quel consiste en ce que , dans le cas mânie des élections directes , 
et en admettant que chaque député est religieusement fidèle à l'opinion 
de ceux qui l'ont élu , il peut très-bien se taire que le vœu de 
la majorité de la chambre représentative soit formellement contraire 
je na dis pa$ «eulement à celai de la Daiton, mais même à celui 
de la très-grande majoritd des citoyens qui ont coneouru k leoç 
élection. J'ai montré que ce danger- derenait Iwaucoup plus graro 
et plus imminent encore lorsque les élections , au lieu d'étve' directes^ 
étaient faîtes par des'élecleois V eux-mêmes par un plus grand 
nombre de citoyens; et je n*al pas dû être peu surpris, en voyant 
que , dans la discussion solennelle qui précéda , il y a trois aiis | 
l'adoption de la loi des élections, aucun des adversaires des élections 
\ plusieurs degrés n'avait songé à faire valoir contre elles un argument 
^ la fois si palpable et si péremptoire. 

J'avais cru , jusqu'à ces derniers temps , que rinconvénient dont 
il vient d'dire question était tellement inhéienl à la forme de nos 



gouvenMUMns moderaes» qu'il éuàt absolmneat împoi^ble da le» «n 
délivrer, et j'eTOuerat même que celte pensée aTalt siagultèrement 
attiédi mon affeetton pour le aptème repréMBtattf. La lectore d'un 
petit écrit «ur ce ««jet , publié léeemmenl par M, Flaogergucs , m'a 
tout-à-fait dësillti le6 yeux } at quoique je sois fort loin d'adopter 
la plupart des idées de l'auteur , j'ai pourtant puisé dans son ou- 
vrage une ressource qnî roe semble tout-i-falt propre à remédier à 
un mal qui d'abord m'avait paru absolument îrrcmédiablc. 

C'est une tr6s-exccllente chose sans doute que la liberlë ; niai» 
la juslice est peut-être une chose plus cxcellcnle encore-, et c'est 
précisément parce que cette liberté est un bien précieux, qu'il ne 
faut pas que la jouissance en soit exclusivement véserrée à une 
classe quelconque de citoyens. Qu*on nous vante tant qu'on 
voudra les républiques de Sparte » d'Atbènes , et de Home. 
Je n'aime pas moi cette liberté du petit nombre qui est fendée 
aur l'esclavage de tout le reste. S'il ne s'a^ssait que d'aimer pas- 
sionnément la liberté pour être digne d'estime, je ne connatirais 
personne qui méritât mieux nos hor^mages que le dey d'Alger, le 
rui de Perse et l'empereur de Gopstanlinople , tous gens si jaloux 
de leur liberté qu'on paye chez eux dé sa tète la seule peoâée 
d'y mettre la pfus légère entrave. 

Or , comme l'obstrvo fort bien M. ï'Iaugergues , dans le système 
ëlcctoral en usage depuis trois ans , tous les contribuables au-dessous 
de 3oo fr. , c'est-à-dire , environ les quaranle-quatre quarante^ 
cinquièmes des citoyens ayant un état , un domicile et même quelques 
propriétés, se trouvent, de droit, exclus de toute influence sur 
la nomination des députés qui doivent discuter leurs intérêts ; et 
cette même influence se trouve enlevée dê fait aux contribuables 
au'dessus de 5 à 6bo ft, , toujours en minorité dans nos collèges 
électoraux , et qui , lassés de n*y paralire que pour sanctionner par 
leur présence des eboix que souvent ils réprouvent, finiraient bientôt 
par s'en esclure tolontairemeiU , aî l'on a'apporuît quelque cbanr 
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REPRESENTATIF. a83 
'gement dans lour siruation. L'élcotion de la totalltc des dtfputtfs 
de la France se trouve donc livrée à la discrétion d'environ soixanic 
mHh pôtiti maidiBiids on petits propriëtuns , «am ëdacatton » sans 
dignité penoimdle , et lotaUneDl . dépourvus , pour la plupart , de 
loole Tue politique un peu éltrée . el loiauino* 

C'est \ ce vice radical de nette «filèiDe ^eelorftl que Vk% Flau- 
gergues se propose d'indiquer un rémède. Celoi 9«'il «boisit cou- 
•iste à remplacer le eell^ âeoloni naique de cbeqoe départeiaent 
par plusieurs autres , dont chacun élirait un cerlaîn aoxnbre de 
députés , et d'organiser ces collégea de telle sorte que l'on soit à 
peu près certain qne. les choix y seront faits à ruaantmité. Homo- 
géncitc d'intérêts parmi les électeurs d'un même collège : diversité 
d'intérêts parmi les députes élus; tel est on peu de mots le prin- 
cipe de M. Flangcrgues. Ce principe est très-bon sans doute ; ro^tis 
Toyons romment l'auteur prétend l'appliquer. 

M. Fiaugergues, considérant le rôle dcâ contributions comme le 
tarif présumé des opimoas politiques des dirersea classes de çitqycns, 
«rée , dans chaque déparleiiMBt, iroîe collège» respeeta^emeat formée 
des grands , moyens et petits propriéCHree^ mais crpi Irjl , (le .Iiobo^- 
foi que «dans de lebeoUégee^ lescboix aeieot lenîffnrff feitt^jene 4îs 
pas à fuBsmmîié , mais même à vm |fan4f ^yx^xA^ Manqoeriril 
en France de porte-faix qi^ se piqM9t de^p^^ser connue des marqifis ? 
M , à llttrerse , dana le cours de notre révolution , n'a <- t- on 
pas vu plus d'un grand seigneur s'attacher âu char des Chabot et 
des IVIartit^ On ne saurait disconvenir néanmoins de i'exlrôme droi- 
ture de l'intention première de M. Flaugergncs. Voyons dope, a'ii 
ne serait pas possible d'en tirer un ptarti p)i)s heureux. 

Je comparerais volontiers des mwistfe^, en présence d'i^ne chambre 
de députés des dépMmena , à im l^néral qui , la Teîllc| d'une ppé- 
vatioamiKuire, esamine avec foialA carte topographique du t<;irraia 
enr lequel il doit manmarrer; et^ pour suivre le psreilële )ti4qja>a 
Iwut, je comparerais les aoÎBS 4|ii0 te donnent ces piioistrfs- p^r 
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influencer les élections , à ceux que prendrait le même général pmit 
se procurer des caries inexactes, sur lesquelles distances seraient 
abrégf^es , les montngncs abaissées et les sentiers élargis. Je crois 
donc que , pins encore dans l lnlérét du gouvernemenl que dans 
celui dfi gouvernés , c'est une condlllon de rigueur que la chambre 
dite dos représentaus soit , en cflet , une reproM-nlaliun aulani fidèle 
que possible de la nation pour laquelle elle duit consentir des lois ; 
«{D'elle en aoU , s'il «ft 'pMmi» d« a*esprtmer ainsi , une sorte da 
miniature; et les mîniatras te trouvent là , à peu près, comme 
dana le îmûm daa |»etitaa républiques* de l*antiqaité. 

Si donc il existe encore - an mîliea de nous dea'hoannea asaes 
fyuÈ pour ne rèrer que dimea , intolérance , chftteaux et iuattcea 
seigneuriales ; a*U en est d'assez niab pour aspirer à donner un 
gouvernement républicain , c'esi-i^dire , un gouvernement tout d'ab» 
négation et de sacrifices, à de vieux égoïstes, à de vieux sybarites 
comme nous, s'il en est pour qui des fers dorés, tous couverts de 
lauriers , puissent ùncurc avoir quoique charme -, s'il en est enfin qui, 
pnr une antipallile aveugle et obslini-e conire la dynastie régnante, 
lui préféreraient tout gouvernement (juLlci nque autre que le sien \ il 
faut que le ministère le baciic -, il faut qu'il coiiuaisse exactement, 
on'' du moins i très- peu piès , dans quelle proportion sont ces 
diviersea chases d'individus , tan( entre elles qu'avec la masse da 
la 'nation» qi/i ne demande que Kentièra conaervatton de ee qm 
existe ; il faut , an uii mot , potur que eaa gens-là m sôngent pas 
ï eonspirer dans l*oinhre » peur - qu'ils puissent rougir eux-mémea 
de l'inférioriié de leur nombre , il faut , ^is-ye , qu'ils aient des 
organes dans la ebambra fepitéaomaâve ; il faut aussi quils puissent 
élire leurs représentans. 

Mnis, dlra-i-on , ne se pourrait-il pas que la majorité de la 
nati<ja fut infatuée de doctrines subversives de l'ordre social ? et 
alors quelle chambre de députés pourrait - on en attendre , si les 
élections n'étaient pas habilement maîtrisées et diiigoc5 ? A cela , 
je réponds que d'abord ceux qui feraient cette objection, calom- 
nieuse 
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tueuse pvur U naûaa , n'y croînieiit psw «os-infimes sdrleiseneiit» . 
J'oiMerre, en «ecood lieu, que, si réellement telle était notre po- 
sition , je n'y verrais que de deux rciiièdes l'un : ou bien se résigner 
à partir de la nation telle qu'elle serait pour l'am'ncr par degré» 
insensibles à ce qu'on désirerait qu'elle devint : ou blet) brider violcm- 
xnent sa volonté, en rj.'sujeUissant ï un joug do fer; ft, dans ce 
cas, je ne verrais rien de mieux <^uc de rappeler le prisuiiuier du b'"* 
Hélène. 

Je persiste donc k eroSie que U cbembre ëlecd^e ne sannit offrir 
vue repréteoUlîon trop fidèle des sentimens.et opinions diverses qui 
partagent la naliop; celle condition ,qui aeraii de rigueur dans une 
dëmoen^ pure , oÀ la chambre des représenlans ferait seule les 
]oia« ne peut.aYmr d'ailleurs un grave danger cbes nous, où cette 
chambre n*a, en dernière analiiie , qo*un simple droit de vctu. 

Si j'étais partisan du système qoi consiste & distinguer dans la Charte 
des articles fondamentauiLet des articles rcglémentalies ; je serais .fort 
tenté de ranger , au nombre de ces derniers , les dispositions qui 
fixent la cote de contribution nërpssaire pour être électeur ou éligible ; 
je penserais que , sut tout à la suite d'une longue révolution , i>ù il 
a éié si facile aux gens peu scrupuleux de laiie do Irès-^ros gains, 
on pourrait peut-ûtre trouver une garaniie plus sure du discerneniont 
et de l'indépendance des uns et des lumières de la droiture des 
autres , que la somme qu iU payent annuellement au fisc ; je pen- 
serais en un mot , qu'il est peut-être bien temps enfin que Pargeat re- 
iescende à sa mdtMt , a i/ue tAmnair remonte à U sienne \ mais ^ 
attendu que les arguroens du Moniteur de cette année n*ont pu 
encore complètement détruire dans mon esprit lImpressioB qu'y 
aTaient produite ceux du Moniteur de 1817 ^ je veux , dans mon. 
utopi« , respecter en tous polnrs tons les articles de la Cbarte , sans 
distinction , du moins ceux d'entre eux qui présentent un sens bien 
précis -, car pour ce qui conceine le nombre dej membres de la 
cbatnbre , je pense , avec beaucoup d'bomm< s d'état , que les dis- 
positions de la Charte ne sont, si asses précises ai assc^ inipéraiivca 
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qa'oD ne puisse les înierprëter d'dae mani&re mi pen p\m Uffi 

^tt'oo se l'a fait jusqu'ici. 

Ces choses ainsi posées , je renferme mon projet de loi électoralé 
dans les deux seuls articles que voitri : 

ï. Sera ilecleur d'un département , tout ciinyen qui , y ayant 
son domicile de fait dqtuis plus d'un an , payera trois cens francs 
de contrihuiions dircelês . depuis U même ttmps» 

n. Sera , pour cinq mni$s, député d'un départêmeni è la ÛMtaArt 
ffMtiv*% tout ffltoym qui , uyant son êomidlê i» droit dans ce 
déjparttment d^mt'pius d'un un, et pufunt au moins mUlo francs 
éo oôBlriHiions direOes^d^iis la mima tomps^ s»a pcrtour ^um 
mandat dê dots ems &octâmri au moins , 4u mime d^rtement , lui 
tonj iront ce titre , et ne tafont ean/éri è aueua autre depuis let 
jwieédentcs élections. 

On voit que , dans ce système , qui porterait probablement le 
nombre des députtîs à environ cinq ce/iSyïa assemblées èlccloraies 
et les pénibles déplacemens qu'elles nécessitent , cl qui ne décou- 
ragent que trop souvent les électeurs , seraient toiit-a-iait inutiles. A 
l'époque des élections , ceux-ci se grouperaini spontanément , suivant la 
nature do leurs opinions, de* leun mtélitft ou de leore rmux. El il n'j 
aurait , au plus, que ceux qui ne trouveraient pas à aa réunir cbea en± 
en nombre suffiMot» et ne veudraienl pas voter avec leur entourage , qui 
aéraient obligés de se transporter aiUenra , pour éasettre m.votu olHek 

U liudrait « aana doute , prendra des metarea aévèrea taux pour 
constater tes titres des électeurs et des éligibles , que pour s'assurer 
de l*aothenticilé des signatures et aa garantir des votes multifdc» 
des mêmes électeurs -, mais tout cela serait l'affaire d'un règlement 
d'adm'mistraiion facile à rédiger. 

En adoptant ce svsième , chaque député se trouverait le véritable 
représentant de la totalité de ses conimctlans, et le vote de la majorité 
de la rhanibre 6t rail toujours l'expression fidèle si non de l'opinion 
de la majoriié des Français , du moins de la majorité de ceuK 
d'entre eux qui ont le dcoit d'clirc. 
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REPR«SEKTATIF. ^ aif 
3e ne hU îci , au surplus , que régularisér le systîme des scis* 
êiOM, fort «n vojjuc sous le direàtdfe ; irtc 'dèMé Biffirelbe ^luA 
ehaquc ffactîoa do coHé^ ëlécitoràl' exerce .fel iilk' dfbif effectif, 
praportionaé è n masse ; tandis' ^'«ft <eni|^ da dîtectoir», éfeaqo'é 
ftàclloii i^^endah fawerft elle seale lea'dëpatii de «eiit Iedëpkrreià«&t; 
et qiue ee n'était pas Mnjonn la fraedoB la plda tÉombretiae dont 
les choix élaîent prïfécés. * 

Un des grands avantages de cé système, c*est qttll peut se ptfelër 
à tant de degrés d'élection qu'on voudra Introduira» sans offrir aucun 
des inconvpnicns que jVi signales dans l'article cîié. Sî, par exemple; 
on voulall faire cotirourir aux olcctlons tous les citoyens payant cin- 
quante francs au moins de contributions, il suiHratt de statuer que 
\înf»t de ceux-ci pourront, par un mandat signé d'eux, et délivré 
à un citoyen payant trois cens francs au moins de contribuiions 
directes , le constituer électeur* Dans ce cas , comme dans l'autre , 
Tesprît général de le majorité de la cliimlire aeraît eacactemoat eos- 
forme à celui de la majMité des citoyens qui auraient conoonm ans 
élections, t 
' Je pense , par ce qift |Mcàde » srvoîr'plfia MrfNMÔfjisolir fwr 'Ift 
Flào^erguei lui-même lo fnrtiUèflie i(lie eét MtiMàllle 4clMn s'étaif 
proposé -, savoir , d'obtenir Tidentité d'intérêts chez ceux qùt éKaeilt 
et la diversité d'intérêts ches ceux qui sont élus. Si le système que 
fe propose pouvait essuyer des contradtcfions et des critiques , ce 
ne pourrait gu' re être qu'au sein des ces majorîf<<-S de toutes lëS 
couleurs qui , dans les diverses phases de notre rcvolulion et sur 
les divers poinls de la France , ont tour-i-tour essayé de soumettre 
les niinoritu's à leur joug despotique-, mais je leur répéterai encore ce 
que j'ai déjà dit plus haut, que, pour mériter d'être libre, il faut 
d'abord consentir i être juste* * *" ** *"* 

Au surplus, persuadé 'comme \t le snb , que dans notre siluatioii 
actuelle , nos institnUoas ont beaucoup plus besoin encore de fixité 
tfSM de perfection , |e renoncerais très - volonliera à mes idées , 
ai l'on voulait noua eonsenrer un ^tème dedoral qui « avee tootca 
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imperfecHou , était peut-être encore le moins mtiiTil* de toos 

ceux qu'un nous avait donnés jufqa^Ct. 

Par i>*s mêmes considérations , je tiens extrèmenent au renou- 
vellement partiel de In chambre , parce que je pense que , dans le 
jeu des gouvcrneiiicns j comme dans celui des machines , tout chan- 
gement brusque ne peut être produit sans consommer des forces en 
pure perte ; et que le monde moral doit , autant que possible, comme 
Je monde physique ^ être assujetti à la lui de conliuuitë. 



QUESTIONS PROPOSÉES, 

* ■ • , ' I I . 

Problèmes dopliquCi, 

I. Om demande quelle est la courbe, image d'une ligne droite vue 
à travers un prisme de cristal disposé d'une manière quelconque 
par rapport à celte droite , en faisant d'ailleurs abstraction de la 
dispersion ?.. 

II. On demande quelle est la courbe , image d'une ligne droitA 
.entièrement plongée dans l'eau , ei vue hors de l'eau? 



t • 
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GÉOMÉTRIE MIXTE. : 

Solution nouffelîe du problème oà il s*agit dinacrin 
à un Inangle donné quf>l conque iroiê cercles teis 
que chacun deux louche lea deum auireê et deux 
côtés du triangle; 

Par M. LecRMUTS , docteur en pbikMopIiie & Berliii. 



Au Bédçcleur des Auoales, 

MoNsiEua , 

En donnant , dans votre estimable recueil f*) , l'historique du 
curieux problème doni je vais avoir l'honneur de tous entretenir, 
el eo faisant connaître la solution extrémemant simple qui en a été 
donnée par. an célèbre i^mètre italien; vous aves témoigné le 
regret qu'on «n Tût réduit à jualifieri postériori \%. foraule £naJo 
de Malletli , eo proarant qaVIJe satiaTait aos éq«ieiiooa qaU 
de léioudre} sans qu'on tpergoivo rofflincnt,à l'aide deceaaeuJct 
dquaiKHis , on poncraît. piwienîr à ccUe nêàie brpule , «i 
était inconnue , ou du moina à loaie «ùtra éqmTalenle «l d^mt 
facile coostnidioiu 



(•) Voje» ton. I , pag. 343 ; tom. II, paf. 6» # <C8b 



âgo INSCRIPTION DE TROIS CERCLES 

Cette coDsidëratioD m'ayant déiernainé à rcTenir de nouveau et 
tout récemment aur ce singulier problème } j'ai été assez heureux 
pour en obtonSr une «olatioB qoe m timplfàté el aon élégance tous 
ferooi pevt»êtM juger de âalore à ne point déparer votre reeoeU } 
et qu'en conséquence je exposer biièTement. 

Soîenl A, B , G les trois somnrals d'un irhogle quelconque; 
loit O le centre dacerde inscrit , dont nous prenons le rayon pour 
nnîUL De ce centre , «oient ebaissées respectivement , sur les c^tés 
BC, Cil, AB» les perpendiculeires OA'aOO'aOCy»! ; et soient 
de pins menées dn même point eux sommets les droites OA p 
OB. OC. 

Soient faits 

ÀB^=AC^=Tang.if , OA=Sec.« , 
BG^aBBA'=:T«ng.il , OBnSec.^ , 
GA/sCB'aJI^g^ ; 



Nous 'annaa-de plus:, pnree qn# % m \ a ^i+a» nnt>qoatie angle 
droiifry 

ta biaA| en dassant Je- dfenminatenr et 



Digitized by Google 



A UN TRIANGLE QUELCONQUE.. agi 
Ti.pg.«+Tang./H.Tang.y=Tai)g..Tang.#Tang y . 

Il «Ta^t âooe d'inséré & m tr'itngte troia eerdes tels que cbacua 
d*eux tottclie les deux aotits et deux cAtës do trisogle ; et il est 
d'aliord elair que lea eentras de eea cercles devront, élie silnës aur 
lea- droites OA, QB« OC qui divisent cea angles ea deux partiea 
ëgalea» Soieiil respectÎTenient X, Y, Z, ces centres, et dr, 
lea rayons qui Jeur correspondent. 

Si l'on projette orthogonalement les centres X , Y snr le cditf 
AR = AC''-|-BC' = Tang.ii-|-Tnng./! , leurs projtrtions diviseront ce 
côté en trois segmens dont les extrêmes seront ëvidcmmeut xTan;;« , 
^Tang fi. Quant au segment intermédiaire , il ne sera autre chose 
que la projection de la distance des ceolres XYajp-fy • 
coose^uemment 

égalant donc la somme de eea Itoia partiea à la prenièM tx|ina- 
aion du cdië AB , oo aura 

#Tang.«+3j/ïp+yTang4i=Tang.«+Tang./i . 

La conndAratloa dea deux antrea e6léa dowiem dei dqudoM 
analognea , de aorte qu'en faisantt pour abf^r» 

Tang.«=0 , 

Tang.a=^ , 
Tang.ystf i 

tout se troavtn réduit à «éiondre, par rapport à #* laa Cnia 
équationa • 



sga IHSCRIPTION DE TROIS CERCLES 

«m la emfitîon 

a'\'h+c^ah€ ; (4) 

Sa multipliant ca croix le9 équations (a » 3) et féduiiaat ,ona 

mais l'ë^uatioa (4) donne 

a'oà - 



«ubsiiluaut donc p et supprimant le dénominateur commun , on aura 
ou encore 

ou , en transposant , 
ou encore 

ou , en extrayant les racines et divisant , 
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À UN TAIANGLE QUELCONQUE. 29}, 

Nons ne donnons pas de double signe au second membre de cette 
équation , parce qu'ici nous n'avons simplement en vue ^ue tee 
cercles intérieurs au triangle, se touchant extérieurement. 
Vu une simple perrauution de lettres, on conclura de là 

«îontant «et deux denuènt inanbn à membve , ;» diiptnlini^ 
et il TÎendia 

mrâ f à came de 



•n a 

1 oi— I 



fnbstitttant donc , et eheiunt les dénornSnateu»; îl ?iendn 

Les coeiBciens des deux membres peuvent d'«bord être écris ainsi 

I 

en considérant ensuite ^ue 



r 



«94 INSCRIPTION DE TROIS CERCLES 
ÎU prendront cette nouvello forme 

* • 

c^eil-l-dSre , qu'Us ont on facteur oommQn ; on sapprimuit donc en 
lecteur , l'ci^uation deviendra aioiplement 

Sa poMBt doMi pour abréger, 
fiB lîftn de î par une simple permutation de leUrse* 



d'oK 



Retournons prësentemcut à nos i^quaflnns primitives ; si de la 
somme des équations (a , 3) nous rciianchons i'c>|uauon i^i) ^ «a 
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▲ UN TRUKGLE QUELCONQUE. 9^ 
rapprimani le facteur a , eoiumiin i toos les teroiët de IVqtiatioil 
, férolunte., elle deviendra 

meUanl dgas celle-ci pour ^'x et ^ leurs valeurs (5) , elle devieodn 

/ , c C c \ 

ifAB+C(A+B^C)]zscAB . (6) 
Or, M a, d'après lea Taleoia àà A , B , € 

o«,]mc& » en reBkptaçant V(iHhh}(i44S) par ion ^gal («^— 1 t/t47 
On a enanita 

d'où , an multipliant par C=si— ^-f-y/T^^ , el remplaçant respeclîye- 
teo, an ajomaal cl fédniaani, 

£n rempUsaot a^^ par m ë^uÎTalcnt 0<4*^;i-^ | cela deriaidra 



>96 INSCRIPTION DE TROIS CERCLES 

ta1»tîtU.nt donc cc.tc valeur dan, IVci^mlon (G), et v.pprîmanlU 
tMl»ur*,ooininua aux deux n^e.nW^. elle deviendra «mplement 

P.r une simple perforation de f.„rc. , a» oblîeodr. le. é,u.Ui«. 



de 4orle 4u„n , fiuaicuieui 
BC 

CI. pose ..;e„, prolongi, ao. BO .«O. {win'è « „'J. 

e .vec l„ „v„„. AB'=ACM(C=bV. Cà'-cT 
A f l»"' , L'" j noue auroos ainsi 
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▲ UN TAIAMGXiE QUELCONQUE. 397 

AngXi^' =^Ang.Y , 

• 



alwt t es Terta de U prop<wiîoBnanié dea cAlés bomolognct de» 
irianglM aernblables, Ue leogaeun DIV» EE^, FF' aérant Ice dîe- 
Ditiea dea cetdea chcreliéa , ajeat reapecdvemeBt leuta oenina 
en X. Y, Z. 

Ces expressions des rayons dea eerelea ODe fola trmivéea , naa 
de plua facile que A» leur substthier tellea autrea' inoonnoea qa\m 
voudra. Eu prenant , par exemple , pour Inconnues les dislances 
des sommets auxrjuetles les cercles cherchés touchent les côtés du 
triangle , ces inconnues seront sTàn^^^ajs , jrTang^lsijr « 
xTang.y=fx , et l'on, aura . . 

aBC , iC^ tAB 

• • zM"^ • -1 aiB • eC 

Or , d'après les valeurs trouvées ci-dessus j^outcAB et C^A'^B'^C)^^ 
on e ' ' ♦ 



ifitit-à-dire, 
OQ eneoie v 



39» INSCBIPT-DE-S CERC.' a UN TRIANG.* QUELCONQ. 
ce qui revient cxactemcnl à la coostruclion do MalfattL ( Vojes 
l'article cifé , lom. I, pag. 347). 

Si l'on voulait prendre pour inconnues les distances AX, BY, 
CZ d«S somnets aax canifs correspoitdans , ces iix onnues seraient 
respeelÎTement x\/i^a* , y\/T+b^, zy/l^ i et l'on irouTerail , 
par esemple , d'après ce qui précède , 

r 

• '■ ' 1 

Si enfin on voulait prendre pour inconnnes les dislances QX « 
OY , OZ , ces inconnues seraient ri'ipfcilvement (i — x^^T+^ » 
(i— /^VHt*** ii-r-z)yjt-^c*» cl i'o^ 4rouveia»t,,4)ar cxempie,^,^ ^, 

En variant les signes des radlcsnx d'une manière conrenaLTe , et en 
SubsUluant au xnacle inscrit, proprement dit , chacun des trois autres 
eercles qui J)euvcnt toiicher ^ la fois les trois côtés du triangle, 
on obtiendra toutes les dolulions dont le problème peut être 

Berlin , le 23 janvier '^^^^^ 

(♦) La simplicité de celte selutiM engagera p«ut-élre quefcpf mi I lï&rflEl 
an pnUène analogne ^ovr k^MNOdie^^ a dtd fco^ è la pas* aSj. 
dtt IL* Tobnue de ce rceiwiL 
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PKOBLitfE DES ERGKENAGES. 099 



ANALISE APPLIQUEE. 

••• 

Problème général des engrenages à axes fixes i 

Far M. Frédéric Sarrus. 



Je me propose de montrer ici comment le problème des engrenages 
i axes fixes peut être facilement ramené aux procédés géncrnnx de 
r.iualisc mathématique. Je pourrais aburder immédiatement le cas 
le plus général de ce problëine ; mais , pour en rendre la solution 
plus facile sai»ir , je pense qu'il ne sera pas hors de propos de 
traiter d'abord un cas beaucoup plus simple : c'est celui où l'axe 
«hi pignoB oa de la lantefii» 41»! psràtôU à celui de la roue , 
tonU» lea aectiona faitaa dans rùii et l'aolra corps par des plana 
parpendirulairaa k la directioo commime de lenn axaa aont dea 
courbas ^galaa , acoiblablemeDr aitnéea» et ayant pour poiota honoM 
lognea lea points oA leurs plana sont rencontréa par leurs asaa | 
c*eal-4-dira » en d'autres termes, le cas où la roue et le pignon ott 
lanterne aont des surfaces cylindriques , ayant leurs élémens reo« 
tilignes parallèles 4 la direction commune de leurs axes. Tout se 
réduit alors , en effet , remplir les conditions qui doivent être 
satisfaites , pour l'un quelconque des plans perpendiculaires aux 
aies; et on a alors i résoudre «implement un problème de géométrie 
plane qui peut être énouci^ comme il suit : « 
PROBLÈME, tkus iurjëtu plëMâg h , S' , sitaést éem mm 



3bo PROBLÈME 
même pian , ellê* doirmi dutMorer emstamment , ne petntti 
prendre J'outre mowement qu'un mouvement de rotation autour 
da deux points fixes P , "P^ du plan où elles sont situées» La 
courbe çui termine la surface S' étant donnée , on demande par 
quelle courbe doit éire terminée la surface S , pour que , ces deux 
courbes , tournant librement autour de leurs centres de rotation 
respectifs y avec des vitesses données quelconques , constantes ou 
variables , les courbes qui les terminent se trouvent continudiemeal 
tangentes l'une à l'autre ? 

Solution. De quelque manière que soient mus les difTcrcns corps 
d'un iyktcme, lorsqu'on n'a à s'ocr.uper que de leur mouTcmeat 
relatif, il est toujours peiini» de supposer l'un d'cox Imnoliile, 
pourra que Von transporte aox autres son novtement en sens 
contraire. On peut , en ejIFet , insfiner tont le système renfermé 
dans un espace elos que l'on Giit inouToir dans l'espace indéfini , 
de telle aorte que le corps que l'on veut supposer immobile le 
soit en effit » dans ce dernier espace d'o4 l'on Toit qu'alors les 
autres corps du système , outre le mouvement qu'on arait, d'abord ' 
attribué à chacun d'eux , auront encore on mouvement commun, 
égal à celui de l'espace clos , et par conséquent coutrfii;e au flaou- 
vcnient effectif du corps que l'on suppose immobile. 

Pour appliquer ces considérations au problème qui nous occupe , 
supposons que la surface S soii immobile ; il nous faudra , pour 
légitimer cottL- supposition , attribuer au point P' un mouvement 
circulaire autour du point P; et alors notre prA^blène ae trouvera 
•iuipleiiient réduit au suivant 

Pendant qu'une surface plane S' , terminée par une courbe donnée^ 
tourne sur un plan , autour de l'un quelconque P' de ses points ^ 
aree uae vitesse daiméf quelconque , constante ou variable , le point V* 
àierit , J^tù U- mimt^ pêan , lÊni dreonftt^u dm rayon donné , 
ayant pamr ceofre un autrt point P tU' ea plan , avec unt Htatê 
têntuuué ew wuriaèle i ég^maù domUê et fudttmqm \ m dmêniê 
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DES EIVCRENAGES. Soi 
fuêlh ut ta âtm^ S à la^it^e » doM €ê mMMinmU, tatWÊrbê 
S* «y| €ûmtimÊdlemMt Umgmtë ? 

Or , le problème, ainti entisagé» n'eat qu'uii cas panlcuHer da 
problème det envel5ppes .'planes , et peut être faciiement tianAA 
comme il suit. 

Soit a la distance constante entre les deux points P , P'. Soit 
rapportée la cou rite fixe cherchée S à des coordoniices rortangtilaire* 
y , fixes sur le plan des deux courbes , et dont , pour plut 
de tioiplicitc , nous supposerons l'origine en P. 

Soît rapportée la courbe anobile donnée S' & des cooirdonnées 
#9 y, fixca for celte eoorbe, maïs nobiles atec elle sw le plan 
des deux eorfaces , tant autour du pomt F' qo'aiiloar du point P ; 
en prenant encofo , pour pin*, de aimpUdté » le point P poor orignie.' 

Soit i poor une époqno qoeleonqae » t l'engle variable <|ae fait 
la droite aiobiie FP'ssii avec l'axe des s ; les ëqdations du point 
P', par rapport au premier système de coordonné , aeroot ainsi , 
poor ia même ëpoqnot 

Si, danslaTÔe d'obtenir tà oocrbe, Ken d« peint P^, dans tenta» 
ses posiltons autour dn point P , on âimine t entre ces deok 
donations » il viendm 

équation d^nn cerelOf comme on pooyait bien s'y attendre. 

A la même époqoe , Taxe des , qui varie aaiu cesse de 
position» fiera, oTec la droite mobile 4^, nn an|(le fonction do 
l'angle /, dont la grandeur dépendra dn rapport des- vitesses de 

rotation des deox surfaces ; nottS représenterons cet angle par 7/ ' 
d'où l'on voit que l'ao^le des axes des et des m sera TH^* 

Par les formules connues à l'aide desquelles on passe ,* sur on" 
pl:in y d'un système reoUDgttleire è un autre systènie qui l'eit 
également , oo aura 



3oa. ïîlOBLÊM.E , 

^s+(«--«Cos4)Cos<7+/)+(y--«S!n.i)Sln.(r+/) , 

j^»— («^-«CoU)Sm<7+0+(r^Sinj^Cot.(r+i) i 
ou , en développant et réduisant , 

I 

\- . ■ 

Cela poië, soit 

l'équaiion de la conrbe S' , rapportée à ses propres axr$ , et que 
l'on suppose donnée, dans rénoncé du problème , en y iubslituant 
pour x' ^ y' valeurs que nous venons de trouver en s, y» 
l'ëi^uation résultante, de la forme 

sera celle de cette raètaé eodrbc S' y dans toutes les positions 

qu'elle peut prendre par rapport ô la courbe S ; on , ce qui revient 
même , cc(»e équation sera I équalion commune À une infinité de 
courbci , donl chacutie sera une de.> positions de la courbe 3' par 
rapport k la courbe 5, rt qu'on en doduirail en faisant varier la 
valeur du paramètre /. Puis donc que , dans toutes ces positions , 
la couibe 5' doîl roulînuelleaient être lan|;ente a la conrbe 5 , crtto 
dëmîère ne sera autre chose que l'enveloppe de l'espace pareoura 
^r la première. Kn cons^nenre , et d'après la théorie coanne des 
enveloppes (*)» m l'on élimine t entie et>lie dernière équation et 



j^} Tojrw» entre aiurss, la page 36i du UJ»' ^oktaac du pensent recuei* 
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DES ENGRENAGES 3o3 
êt dl/Fëreniielle prise par rapport A ce param6tre , rë^utloA r<- 
•ultanle , de la forme 

•era PÀ|i»tioii demandée do la coarbe infioaiiue S, Venona pré» 
aentetnent k «quelques app'lieafîona. 

Supposons , en premier' lieo , que la courbe donnée S' aoit on 
cercle' ayant h point P pour centre et un r^pn if/A If. r,; aoo 
donation , par rapport à aea propre» axe», lera 

en y culMiîtaaot pour , y leurs valeurs eux , jr , elle dcTicndra 

*»— afl* { Cos.(2'+/)Co*.r+Sin j^r+/)Sin.r) 
^j*.aa!r{Stn.(r-t-l)Goa.r~Cofc(7*H>Sin.r| 

oui plus simplement» 

égualion qu'on peut encore mettre sous celte fomè . 

(^r^Co5j)»H-(y-,/;Sin^)««r* J * ■ 

* n ne s'agît donc plus préaeDteOMnt que d'^mbav^ flttll» «tilt 
ëquation el aa différentiel^ , prise nniqnenaiit ptc lappoit I CfMi< 
Uiln} or, eelte diffiivcntiello>cat 

(«--aGoa./)8iiUs(r^ûk/>CQf./ i 
. 00 f ploB simplement I 




^4 



PROBLÈME 



MS\aJ=yCosJ | 
«ombioant cette ëqoation avec Sin.*/+Cos.*/sBi , 11 viendra 

et qui donnara, «n nilMtitttaDt dana l*i^ato , ehaaitiit lit dënpr 
nioateuc» et lédiûaant, 

.et, en transposant et ^uarrani, 

éqaation commune ii deux cercles concrntriijiies , avant le point P 
Jpour centre commun , et ayant poor rayons la dUtanre PP'=tf , 
aiigmanlée oo diminuée du rayon r du eercla dont la centre ait 
F' ; et cela quelfjue fonction d'atllamn q^t T aoit de /. Cest,att 
•urploa, on résultat qn'il était facile de prévoir : il juatifie eoai' 
plèiement l'exaclitudir der oolre praoédd. 

Pour second exemple , admettons que S' snil une droite telle que 
les coordonnëes du pied de la perpeadicubire abaissée sur elle éf 
l'engiae soient ^ et il ; son équation son 

jm y mettant poor % y* leurs valeurs en elle deviendra 
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DES ENCRENAG2S. M 

Soppoaoïw (>rë»0fil«iiieiit ignm le rapport d«t vitesse* de roletioa 

•oit . tel qu*cn supposant celle de S unifonne , celle de y le soit 

aussi , nais « fois plus rapide ; nous aurons «lors X-Hsa/ , d'où 

noire équation deviendra done 
t 

M différenlielle , par rapport k i, sera 

n^gy-'/ixlCosjii+^n — i)fl/;Co«.(/i— i)/ 

Ml joignant ces deux équations , les équations 

Sin.'A/-|-Cos.'ff|si , 8Ui.*(ji^i)40m.'(a— l>sai « 

on en déduira les valeurs de Sioji/ , Cos jii , Sin.(ii— >i)f, Ccm.(ji»iV; 
et par suite celles de Tongjal., Taog^ff— i)/. £tt soppoaant donit 
qu'on Iroave 

ou en conclura 

ff/ssArc<Tans.aiO , ^— i)/BAie(Tang.a3^0 i 
d*où« en multipliant en croix 

(a— ])Aro(Tang.s^)aiiAie(TaB(.SilO • 




3o« PROBLÊME 

Ce calcul ne présente rien de didicilc, maU U conduit ï des for* 

mules iitules extrêmement compliquées. 

Pour troisicme exemple , supposons que la courbe 5' soit un 
cercle , ayant g, h pour les courdonnées de son centre; en sup> 
poMOt toujours l'origine en P', soo équalUm sen 

m j mettant pour s*^ y* leurs tsIcois en dr,/, elle deviendra 



»*)S n.(T-H)-f-aaASin.T-faaj'Sin.t 
4«(|»fA/}Co«.(rfl)-aavCoi.T-fad0sC<Md» 



Faisant, dans cet exeoaple « comme dans le précédent T+Ibs/, 
•'le deviendra 

«Cm— Adr) Sifwil-|-a«ft Smi.(ii— i)r<4-M7 Sin.f ) 
4*&H^CosJN>^^Ct>••0>-*l)^fa««Gou ) 

La diiEérentielle de cette équation , par nppwt k / , sert 

H(gy'^hs)Co%Mt-\-[n — i )<7//Cos.(n — i y+aydoit 
^^gx^ky) Sin.a/<-t-(a— i^tf^Cos.^11— i)/— «urSin./ 



Il s'agira donc d'éliminer / entre cette ëquoiion cl la précédente. 
Pour cela , on en elinuacra d'abord Si«.(/ï — i)/ et Cos. (a — i)/ , au 
moyen des formulés 

Cos^A— .i;/=Cos.ff/<f Siuji/Cos/Sîni ; 

«es é<{uatîons ne renferment plus alors «pie Sûm/ « Coui/ , SUhf 9 
GwJ , en leur joignant les deux équations 
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' DES ENGRENAGES. So; 

on parviendra aux valeurs de ces quatre quantités , et l'on achèvera 
comme 11 a élé dit ci-dessiis. 

Pjsions présentement au problcme général , que nous pouTons 
énoncer comme il suit* 

PROBLÈME. Deus corps S , S^, ne pouvant pnnirê Montré mcm^ 
nment qu'un moupemeni de rctatiw ûuiour de deux axes respectifs P , 

, fixes dans ehaem deux , ainsi que dans Vespoee , et situés ou non 
dans un mèmep^an \ on suppose que ta surfaee de est donnée^ et om 
demande quètte doit être la surfaee de S, ptmr que, ces deux corps 
tournant librement autour de leurs axes respectifs . ûcec des fitesses 
angulaires données que/conques , constantes ou variables , leurs iur-~ 
Jaces soient continuellement tangentes Cune à Fautre ? 

Solution. Ici encore , comme dans le premier problème , il nous 
sera permis de supposer 'jiie le corps S est immobile , pourvu que 
nou:> transportions au corp;» 5' , dont l'axe est suppose invarijbie- 
ment lié au sieo » un mouiroineiit de roikltoii autour de ce dernier 
axe, égiil et contraire,^ celui du corps S autour de ce même axe. 
Le problème se trouvera ainsi réduit au suivant : 

Pendant ,qu*un corps S' , terminé par une surfaee donnée , 
tourne autour étun axe P^ , fisc dans ce corps , mats mobile dans 
t espace , avec une vitesse dtmnée quelconque , constante ou variahle, 
cet axe V lui-même tourne autour d un autre aae P , absolument 
Jîxe lions t espace t situé ou non dans le mime pUm avec lui ^ et 
auquel on le suppose invariablement Ué , avec tine autre vitesse donnée 
quelconque , /gaiement constante ou variable ; on demande quelle 
est la surface S à hujufUe , dans ce douUe mouvement, la sur^ 
J^ace S' sera i ontinuellemrnt tangente ? 

Or, le pioblenie, ainsi envisagé, n'est plus qu'un cas panltulier 
du problème général des surfaces enveloppes , et peut se iruitcr 
comme il sniu 



3o8 PROBLiUS 

Soit « h longueur de la |jerpendicula1re oomininM ans itnx 
axes P , , et soient O « , re»pcclivcincnt , les poinis de cea 
axes où elle se termioe. Soîl , de plus , « l'angle des deux axes* 

Rapportons la surface fixe cherchée S à des coordonnéei rectan* 
gaiaii'es y jr, y, Z , iiiniio!)ilos dans l'espace ; en prônant, pour 
plus de simpllcilë, l'axe P pour l'axe des z , et h* [m int O pour 
orîjjine , sans rien statuer d'ailleurs sur la direciion d^s deus autrea 
axos. 

Dans le mouvcmenl de Taxe P' autour de l'axe P , le point 
O' dfcrira , sur le plan des xy , un cercle ayant l'origine O pour 
centre et la longueur a pour rayon. Il percera con&t.imnnent le 
plan des en «jucNjue point de cette circonférence ; et si Ion 
désigne par / Tangle que fait avec l'axe des s la perpcndieulaira 
aommnne a pour une époque (pjclconque i les équaiiou da point 
O' seront , pour celle époque , 

Quant à l'axe P^ , puisqu'il passe par ce point , qu'il est consiam- 
inent perpendiculaire ^ a, et qui] fait continuellement un angle • 
avec l'axe P ou Taxe des ;s , ses dquatiuns , pour la méoie époque , 
éaront 

«rstfCos./ — zTang.aSinJ , 
j^saSinJ<4-a;'rang.«Cos^ . 

Si , d.ins la vue d'oI>trn:r la surf.-.re courbe , lieu de l'.ixe P' , 
dans (ouirs m-s [vis^t'ons nutotir de l'axe P j on élimine / eutra 
ces diiux. cquatiuuSf ii viendra 

af"+y"s:fl"+«*Tang.«« ; 

équation d'une hyperboloide de révolution 4 une nappa , ainsi qiM 
oela doit être. 
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BES XlTGAElf AGE8. Sog 

Tl apportons présenlement U «urface donnée S* ï un autre sy$ièm« 
d« coordonniies i«elangulaire$ s' f y* , Bxes <l»ns celle sut face, 
mais rnubilfs avec elle duns l'espace , tant autour de «on axe propre 
y* q»'aulour de Taxe 6xe P ; mab encore ici , pour plna de sim- 

plicîié , prcnona Taxe de rôvoliiiion luî-méme pour axe des 
ei le point pour origine. Le plan dea coupera constamment 
celui des jry suivant la droite mobile a , et fera avec lui un angle 
Conslanintent égil h «. Quant i l'axe dos j-' , l'angle qui! fera nvcc 
cette droite a sera un angle variable , fonction de / , donl la relation 
avec cet autre angle dcpontira dt; la njliire des deux ntouvemcns 
de rotation. Nous rfj)r( sontornns cet angle par T ; d'après ^uoî l'ajLft 
des s' ftira avec les * ut> an^lc pour lequel on aura 

Cot,(x , jrO=Cos,/Cos.r— 5iii./Sui.7Y:o8.« • 

Ces cbosei itRaî enlenduea , supposons que l'on Teuille amener 

te ajfatinie dea ir' , y' , à coïacider avec celui des x , y , z\ 
on pourra y procéder parde^rcs, ainsi qu'il suit , i.* on fera d'abord 
tourner le système autour de l'axe des z' de la quantité angulaire 
— 7'; soient alors ^ , ^ , r les dcnominatlons resprcrivcs des nou- 
velles coordonnées ; l'axe des p se trouvera coïncider avec la droite 
a ; 3.* on fera ensuite tourner le second système autour de l'axe 
des p t de U quanliié angulaire — • ; soient alors , <l' y lea 
dénominations respceiiTes dea nouvdles coordAnnées ; akm le plan 
des p'q' coïncidera avec celui dea ^r^; de aorte que , pour compléter 
la coïncidence , il ne sera plus question , 3.* que de faire tourner 
ce dernier syatènM autour de l'axe des de la quantité' asgulaira 
, et de transporter ensuite l'origine do en 0« 
Donc y par lea formules à l'aide desquelles en passe , sur iin 
plan , d'im système reclangulaire^ à un autre qui l'est également , 
•a aura successivement 



3iO PROBLÈME 

y*^^pSM,T-^^0>i.T , y=— r'Sîn.«+j/Cos.- , 

^s5+(*— «Co$./;Co»./+(y-fl5inJ)SinJ , 
C<^-«Cosj^Sio./+(y--flS»n^)Cos./ , 

suîjstifiiant donc les valeurs de p\ r' dnns celles àtPfff r, 
.et eiMuile celles-ci dans celle «le *^ , y' ^ xf on «un 

SiD./Cos.2H- Cos.«CosjSm. J) 

■ 

y'Œ— jr(Co«jSin.24-Cos.«SiD^Co$.r) 
^/;Siii^ia.7— Cos.«CosjC(M.7) 

'Cdt posé , «oit 

r^ation de U sorfaee » rapportée \ ses propres axes , et «fne 
l'on suppose donnée dans Ténoncé du problème ; en y subslîluaot 
pour , y' , z' les valeurs ^ue Dous tchods de trouver, , f «s» 
l'é^ualion résoilsate, de Ja forme 



Digitized by Google 



DES ENGEENâGES. 3ii 



sera celle de eelte même, «urfare S' , dans toutes les posUlons 
qu'elle peyt prendre , pnr rnppori ^ la surface cherchée S i ou 

qui revient au môrne , celte liijuation sera l'équation commune i 
une infmilé de surfarcs, dnni chacune sera une dos po$>itions de 
la surf.icc 5' p.ir rapport à l.i surface v9 , et qu'on en dcduir /il en 
faisant varier la valeur du priramèire /. Piiis donc que , dans toutes 
ces positions , la surUcc 5' duit être continudlemenl langontc à la 
aurfiice S , cette dernitee ne sera autre chose que Tenvcloppe de 
]*espace parcouru par la première. £a conatfquenee , et d'après h 
théorie, connue dea aurfaeea enveloppea C^), si Ton élimine / entra 
cette dernière équation et aa différentielle priée par capport è ce 
parauiètre, l'équalioa téaultante , de la forme 

aera l'éqnatîon demandée de la anrface Inconnne S. 

Avant de paaier aux applieationa , conaidérane^ en pnrtîèulicr, le 
caa où lea deux axes P» aoni parall^ea; on a alors 5ûmisbo« 
Coa.a= 1 , et noa formules deriennent 

«'=-i-*Co8.(ï'+/)-+:ySin<r-4-/)-tfCo».T , 
j'a««Sin.(r+/)-l-j<2os.(r-fO+«SiDfc7 , 
jr's+a 

formules qui roinrident pnrfaitement avec celle du premier pro« 
blime , ainài qu'il doit en e/Tot arriver dans ce cas. 

Pour premier exemple , stippons que la surface soit une sphère 
dont le centre soit sur l'axe P' , son cquatioo sera de la forme 



(*) Veyet rcndieit de ce lecnnl déjà dii. 



3,^' PROBLÈME 

01, y mcttanl poar x> . f y t' leur» taleurs en 4f , jr,z , elled»^ 
.viendra, toutes rcUaciions faites, 

Lft «fiénntieUe de mite ë<|aatioii , prue par rapport * / ert 

(tfSîn^-KSîn^oiJ) {4P— (tfCosJ— «SînniSîoJ) } 
+(«Coi./— rôin.«Sui^) J jr_(aSin./+£Sin.»Cos./) } 

«i dans ces deux ëqnallons , on considère «Cos./— tfSiB.«Sin./ «I 
^SinJ-H5in.»Co8U comme deux incoonucs , on en liren 

prenant la somme des quarrës de ces deux cquatîons , / dispa- 
raîtra de lul-méinf> , et , CD réduisant, ou obtiendra , pour l'é^uatioB 
.de la surface cherchée , 

y» 

I ■* ~ — . 

ou , en chassant les dénomiuUtt» et d<STeloppanl , 

' il'- 
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|[i^.a*-^SM/«-(«-^Coa.*)*]*-[r*4'«*4-^*Siii.*«-(<-«CM.«)«]>*-fX>)}* 

ëquation que l'on rcconnaitra atscment pour élre celle d'un canal 

circulo-ryliiidrîqiie incliné au plan des ly. 

• Sx l'on suppose lu centre de la sphère au point , vu aurt 
£=o , et l'équation deviendra 

^uation d'un canal circulo - c^rliodrique de révolution autour d« 
Tne dM' z quel qwi aoît dVill^rs l'angle 
. . Soit f en général , la aurface. 5^ une sur&ce de léroliilioa autoèt 
de l^ase dei ^\ «on équation aéra de la -fonna 

ce qoi donnera , en anbatiiaant ; ' 

(i--Sin/iâiaV>*-fa/sSin.aGoa.«Coe>--4««CoaJ+«* 

i-^-SiQ.'«Ço«**/)jr* — a«aSin.«Co» «Sin./ — a#/>Sio.i 
5in.'«2*"2;rjrSin.*«$inuCos^ 
= f( — ^jrSin.«$inJ+ySto.4iCos^+'Coa4i) . 

équation indépendante de comme on pouvait bien s'y attendre;. 
' Si la aurfae» S* eal un ^tindre , noua auoM aimplcmenl 
f^x'jsBr* , et l'équaiion aera 

Tùm, X 4S 



8if P&ÛBLÉME D&S EKGÀ^IIAGSS. 

M difTércDliclle , par rapport à / ^ sera 

* • ' ■ * 



11 ne s'agira donc plus que d'dliminer S\nJ el Cos^ eotn CC» 
deux cijualions el I équarion Sin.'/+G)s.'/= r. 

Ce» ap^.lîcations n'ont , comme l'or» voit , d'autre difficulté que 
1k loogueu» 81 )• complication des calculs ; et , pour cette 
nîsitii, nous ne les ««endrons pas davanlage. I^^ous terminerons donc 
M' Obsem'ani ^ , AN»m«iié«Bfent , le ■mouvement des pignons et 
laoterms ëlaot becueoup plus rapide que eeliti des roues ; la 
noiodre défeetvosil^ jlans la Mostruclwa de leur» aUes ou fuseaux 
pfttt eniralner de /(raves im^ubrtliie/dtas la narcbe des machines; 
e*est donc principalement sur la parfaite exécution de ces ailes oa 
fuseaux que l'alfeniion de l'artiste, doit Sttfoi1«r ; pois doue que» 
d'après la tli^e qui vient d'être développée , leur forme est ar- 
bitraire , nous conseillerons de «ailler les ailca des pt$pons en 
triangles isocèles , ou pour piieux dire en prismes triangulaires 
isocèles, et défaire les fuseaux des lanternes cylindriques ; attendu 
que, ces formes étant d'une exécution facile ce doit éire aussi 
celles qu'on peut se promettre d'exécuter aTce le plus dn 
perfection. 
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QUESTIONS PJROPOSÉES. 

Frobiéme de géométrie. 

Là solution qui vlenl d'être donnée par M* Sarrus , dsns le ft^éiaà 
«ëtnoiro ^ do proUème des engrenages i aMS fi&cs « ne hlmt 
aaas doole rien à dëairer , à ae l'envisager slsipleflMgit ^o» Wê9^ 
]e point de vue géM&ëtiiqoe; mis en s«Mt*ii.de méq^e ai, ï*^ 
«ottlait avdr ë^rd ans lâieonslinces pkysiqnes ? nous aoomc» loin 
de le croire. Il ne snfiil pas alors , en effet , que les deox mms 
£wes lonmant librement sur leurs axes i avec les vitesses qui leur 
sont propres , lotent perpëtueUanient tangentes Tooe à l'aulre ; et 
il est extrêmement désirable que , dans leur mouvement simula 
tanë , elles n'exercent , l'une contre l'autre, qu'un simple frottement 
de la seconde espèce ; puisque , s'il existait en outre entre l'une 
et l'autre un frottement de la première espèce , ce frottement tendrait 
rapidement à la destruction de la machine , et nuirait eu outre \ 
la régularité de sa marche si , comme il arriverait aeiorapt.i 
effet, aon intensité était variable. , i 

Or, c'est M un inconvénient auquel la iftélhode de M. Sainstli 
saurait apporter aucun obstacle ; et c*est ce qui se roit érideoltnent 
dana rapplicetion 'du premier problème an cas de deux ceroles.O» 
voit f en effet que , pour qoe deux cercles tournant librement dane 
tn.roéme plan, sur leurs centres respectifs. Soient eontinuellemenl 
tangens l'un à l'autre» il suHIt que la distance entre leurs cefitres 
soit dgale à la somme ou k la difiiérence de leurs rayons ; tandis 
que , pour qu'ils n'éprouvent l'un contre l'autre qu'un frottement de 
la seconde espèce, il faut en outre que leurs vitesses angulaires soient 
sans ccàse dans un rapport constant , et que ce rapport soit aussi celui de 
leurs rayons ; on ne peut donc pas se donner le r^yon de l'un des c£rcies« 
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lorsque le rappoil des vitesses angulaires est constani ei donnë ; et , dans 
le ca:» où , cuntraire , ce rapport est varii'ble , les courl>eS ne 
sauraient élre deux crcles. 

En etivi-sag<-ant donc le problème SOUS ce nouveau point de vue , 
et c'est ainsi seulement, h ce qu'il nous parait, qu'il peut oflrir • 
d'utiles applications à la pratique; on peut, par des conVideration« 
pareilles à celles qae M« Sarnis ■ mises en usage , le ramener aux 
deax qm loiet ': 

* 1. Un etreh d'un rûfùn fwUanftte étant d<Maé sur un pfan , on 
propose de trourer dtus ecurbes jdenee uUes ^ tune d'elles itont 
Jise sur ee^un • el t entre tournent sur relief ^ è la manière des 
rauleUes , un des points du plan de la courbe mobile se trmufepar^ 
courir la dr^nfirenee donnée ; et ^u*en outre ce point étant supposé 
décrû-e cette arconférence , apec une tntesse donnée ^ekanfue^ 
constante ou variable , - la courbe mobile se trouve tourner autour 
de ce mime point , a9U une ritesse constante ou variable ^uekonqua 
également donnée ? 

II. Une hyperboloîJe de révolution à une nappe ^ engendrée par 
la révolution d'une droite mobile autour d'utie droite fise , non 
située dans le même plan ai.'cc elle , étant donnée dans F espace s on 
propose de trouver deux surfaces courbes , telles que tune d'en! s 
étant Jise et t autre roulant librement sur elle , une droite fi^e 
dans cette dernière , mais mobile arec elle dms tapace , ne sorte pas 
de V hyper bolofde donnée, et qtten wtre, cette droite étant supposée 
tourner autour de teste de typerboleSde; avec une ritesse donnée ^ud- 
aottfue ; constante ou variable t-la surjace mobile se tnmre elle mémo 
tourner autour de ce même axe , avec une vitesse constante om 
variable ^aelconfue également donnée 7 

' D'après b rare sagacité dont M. StlTUS a dpjft fait preuve, dans les direié 
arliéles qM'il a fourni!» ju!iq»'ici à ce recueil , nou^ rroynn» faire une chose 

qui lui sera agréa Me en rccommnndant S[>iTialen)enl à son aitiMilion deux 
problèmes plus diflî; îles qxc reuv <)u'!l >"ctail proposé* -, et nous a\Oas 
tout |i«u ii'e<^)ercr qn'il ne rcdieta £ia» duutd à uutre . a[>pel. ^ 
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AVALISE TRANSCENDANTE. 

Intégraiion par «qi^proedmaiiùn . de touie équaiion 
dij^rentieile quelconque ; 

Par M. le professeur Kramf», correspondant de TacadéBiie 
royale des sciences » doyen de la. faculté des sciences de 
Strasbourg , Ghevalîer de l'Ordre royal de la L^ioD 
Slionneur* 



t. HiE mémoire actuel sera destiné k iatégreri par approximation > 
l'équalioa diifërentielle ^ui auit : 

dans laqueUe la lettre A ilésiga* un coefficient qnelconqoe constant^ 

et la lettre T une fonction quelconque de /. L'approximation sera 
semblable à celle que nous avons employée pouî intégrer la diffé» 
rcnlielle Xdx , dans divers mémoires déjà publiés dans ce rccaeil. 
Ainsi elle doit , dans les cas ordinaires , savoir , dans ceux qui sont 
«ans asymptotes , sans points d'inflexion ni de rebroossemcnt , faire 
connaître , dès le premier essai , l'intégrale demandée, ju»qu*& cinç, 
et dès le second josqo'à di» os doMê dénsiét. Il ma facil* 
eatnîte d'appliquer la méthode à des m plus comprK|iiës. Aumî^ 
l'tfqaatÎMi plat gifaMIa 

ate.X,«.* iEl, I.*: mi i$M> ' i< 



3i8 INTÉGRATION APPROGHfiE 

dans laquelle A , B , C WOùX des constantes , reotren dtM mH^ 

de l'ëquaiion qui va noua occuper, et s'exécutera par dci moyen* 

analogues. 

a. Il est bon de remarquer que Nqoation ' 
se réduit presque d'elle-même à 

• • • • • 

en posant slmplemeni t^Ax. Si , au contraire , la propôaëe est 
en posant également tssjg, elle deviendra 

Q: ëlMl , i»m Tune et Tautre , une roncUon Connue de «. Noua> 
tfona oebopeirDm donc uniquement , dana tout ce qui tu anWre , 
des deuti équation* 

ce qui iqiroduira dans nos calculs des simplificetiens notables* 
3. valeur ^^onreu^e de jr e^t 

- ; *"î • ■ . • 

en désignant par C une constante arbitraire , et. .par X une certaine 
fonction de *, que le calcul nous fera connaitre,, et dont la détermi- 
nation est précisément l'objet principal qui doit nous occuper. L'autre 
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partie Ce~* , appartient généralement k toutes les équations difTé- 
rentielles de celte classe; de aorta qu'après avoir trouvé l'intit^ale 
particulière Xe~' , il ne s'agira , pour la rendre complète , que de 
lui ajouter le terme Ac~'. La niélhodc que nous allons enscii;ncr 
suppose qu'arant fout on soit instruit des limites entre lesquelles 
l'intdgralc doit cire prise. En supposant qu'il faille la prendre entre 
S—a et x^b , Il faudra partager l'iDiervalle entier â — a en ua 
e«rtaÎB nombre de parties igahs. Le nombra en est arbitraire ; mais, 
plus il sera grand , et plus on approcliera de rintëgrale demandée* 
Il faut cependant bien se garder de croire qu*en prenant les nom- 
bres arbitrai4s èn progression arithroëiîquey et en aupposant , ^ 
exemple, s sueeessivement égal ào, i,a,3,'4*5't6>^W 
la suite des erreurs qui en lësuliefnt soit constamment déeroissanto t 
la courbe qui aurait ce» erireurs pyur ordonnées iialt en serpei^mi 
des deux côtés de l'axe , maïs en se rapprochant toujours de cet 
axe , avec le<juel elle coïnciderait à ïinfini ; ce qui est confortiié 
à la nature de la chose , et ce que j'ai bien directement prouvé 

d'ailleurs » par la table des erreurs de ( AnaaUs , tom. VI , p»g« 

379 » 387 ). Il faut savoir de plus qu'en excluant complitement lee 
sisymptoles , les points étinfiexion et les pmati Jo TêtrMsument / 
les résultats comms|icenl à devenir' îneerlains , lorsque les limites 
sont trop voisines des points où ces eircoosUnces se rencontrent; 
c'est ainsi, par exemple, qu'en appliquant les formules ii la /b^/Vh 
ti(fue , et en employant les coordonnées ordinaires , on trouve 
des erreurs assez considérables , mais qui disparaissent pourtant en 
prenant d'autres coordonnées , plus éloignées de la direction de 
l'asymptote. Les courbes qui s'intègrent le mieux par celte me'- 
thode , sont les courbes rentrantes sur elles-mêmes ; ce sont les 
plus employées éaM la pratique , et ce sont en même temps celles 
auxquelles U. nouvelle méthode 'est le plus applicable. Il est pos- 
Âble>, no leite» ifa» le mémoire actuel pataisse tnaiilo k bien des. 
personaei; atteoda que, puisque nous aTons ici 
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il s'ensuit qoe Kntfgralïon l affceloer s'est autre qae celle de U 
fomiile génénle JXés , dans laquelle X • j^m ^ totm» panîcm-' 
Ûère ; et qu'ainsi toat se fédilit , pour avoir y , à dtTiser par 
^ eette méine intégrale qae nous avons dëji enseignée h déterminer 
dans nos précédons mémoires. Mais d'abord le produit tf'Ç di/Tèrc 
COI sidérablement de la simple fonction Q , et doit , par suite , in- 
troduire une différence notable dans l'intégrale. En outre , l'inié-» 
graiion de e'Qàx est un passage nécessaire pour parfeDÎr è l'ialé» 
graiioa de ré^oation 

«ùisiqa*! celles d'aofrcs d^aiioiis d'âne forme plus compliquée. 

4. Commençons par supposer le nombre arbitraire ^gal i tiof mMs^ 
te qoi domo 

4'oà 

et par conséquent 

Bn supposant sneeessivemant ici ^ h mriable s les vaknn enitèrae 
et posîHvas o ^ J « a , 3 , 4 * ^ • *t en dcsîgnant par , f, $ 
f • ' f s > fi t V« * fi- » ^ rësnllant pour Q , noue 

•uroos 
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f,B^+ai94> ilH- 5£+ Gi?, 

Sa étant ducmit de en éqtwtinDi d« celle h nît imaiédia^ 

temeni et dénotant par Af^ ^ Af, , Af,', , Af^ , W 

difficMicei qoi en vérollent *» on aon 

i^.ss^H- 3C+ 42H- 61^ , 

Af , eJM- 5£H-t62H- loOP » 

7<H-34^i4iJS+,. 586F , 

Ay4siM-nC4-88M4t3yV<f 3946^ ; 

Drfnetmt de même per A^* » Ay. t A^e 1 AVi ^ ISSbum 
eenefentÎTef de cellc»«i« &m»éu ppr 4te» 3 tiendra 

AV.»^ ^ ^ff4- ai5F; 

A»/.i=^4-«ai>4- 9i£4- 560/*, 



S'A INTÉGRATION APPROCHÉE 

Dénoiaut en outre par A'^^ , A*y, , A'y. Ut différeDCeS eoll«<> 

cutives de cclles-cl» divisées par trois, noas mimm 

Dénotant enooM par , A*ç, les diffijrencet conaéculim da 
eas demièras , diviaSe^ par Tçuàtrê f il viendca . 

DAiotant enfin par AVd ^ .^Sfféraaee .da ees denx-ct « dlvîfdaa 
par «îîif I on aura 

5» En {nenant ' aanlémant là pmnîèra ^^àlloa de diaque lërie , 
al anppriaant laa indicaa 9 désoimaia ianlilaa., nova» aofOM , pour 
}a ^fiaanr dnf 9 ' . 
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Si, au lieu du nombre cinq , nous eussions pris tout auire nombre, 
le nombre douze , par exemple , noua aurlon» trouvé » par un 
semblable calcul , 

A •^«ii:-«-55£+i65<ar-|-36t35fr . 

À V= /-*-45Ar+ 1 noZ +2or3oj|f+3oi 587iV , 

A 'y=H4-36 /-h 7i4À:-i-ic5ooZ-hi28667Jlf+i59524oy , 

A V^^H-aaA^ 434/+ 5o4oA:-i- 49367/;+ 43o564Jr « 

A V=^+2i64- 345//4- ii7o/-4- ï64oiAr+ iiao35i; 

+7645oâiir+434oi6oiV^ » 
A «faBJN-i5F+ »564* 8o5ff4* 46<|t i^79ir 

+iii8o5X4-5ao9o5iIf-|-236a5oijy ; . ' \- 
A*^=tD+ioE+ 55^+ a4o^ ^3iH+ 3374/ 
ii7i9ir4- 39580M- i3ti3tJ(+.^8$3i9/C 
AysC+6IH- '9^-1- 5oF+ 131^ a8off 
63 1 / -h I SgôÀ-f 3o(3ii4- 
+243232^» 

A 3C+ 42>-h 5ir-4- BF-h 7O 

4. 8^r4- 9 /-h ioK+ iiZ 



324 INTÉGRATION APPROCHÉE 

Cette table n'est pas seulement applicable au nombre douze ; elle 
l'wt égaifBiBMil à tons In dWiit^ni infiiriattn t mi t'anélaBi dans 
diacuiie dei formulet k la lettre qui marque la limite de la diTÎMoo ; 
à la lettre G, par exemple, ai le diviaear est /M; à la lettre /* 
ai ce diriseor est imt { et ainsi des autres, 
^ &, Il reste donc à déterminer*, à l'aide de ces équations, les 

valeurs de N,MfLtK,If /i, pour les substituer dans 

celle de y ^ afin de présenter cette intégrale sous la forme d'une 
série disposée suivant les difFcrences des difTerens ordres de la quantité 
ç. Comme le calcul est très-facUe , il suffira d'ea .olixir ici les 
résultats. Ces résaltats «oal 

/noA V— 45A V4-i36^'V— 3597€A*'fHh90i933A"f i 
HsA V*- 3SA V+ go6A V— ^37oA"^+445533A"f 

— 985a94aA'V • 
:6aAV-^âA 574A V— iod78A V+ao5863A*V 

— ^4oao78€A'7+Sa3ioia^"f , 
WssA V-^aiA V+ 343A 54o4A V-l- 877i7A V 

— 1 5o45oA' 4-37 54 1 646A' 'f — 5398565o4A' 'g 
*XaAV— tSA >f4- i9PA V'- 9450A 'f4* 33789A V 

— 505869A V+Ôa46.i95A'°^— 14611 773oA"f 

Z>»A.» 
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1 4 1 6ooA>^— 34 1 5748oA*'^5973a44g6A"; 

--ii369o8o36oA"7 . 
CsAV— 6AV+4«AV— 3329A«^— 36o36A'/ 

+ 457933 AV-65a4384A V+io3499oi6A**^ 

<— t8oa3oai28A*'^-|'3423778492oA'*^ , 
^=A^— 3AV4-I4AV— 88A*y+ 094^-^— C^tSA*^ 

4- 72793A'^— 920904A i3iogoS8A 

— ao736o9iaA*V+ 36o8233o56A*Y 
— 6849548664oA'»y , 

^=s A^-t- 3A'^— 14^'^ 4- .AÔA«^— 694AY 

4- 6578AV-^ 7 2793 A 920904 A *f 

13109088A »y4- 20736091 sA**^ 

— 36o8a33o5GA"yH-6849548664oA"y , 

7> La loi que sinirent cocfficiem . de A^ , A*^ , AV 
ie U table précédente esl extrêmement remarquable ; et ib enV 
tTec ceux des /acuités numériques , dont j'ai traité dan» mon 
Analtse des réfractions ( pag. 71 ) une analogie singulière , dont 
je n'ai pu encore me rendre compte. Voici en quoi cette analogie' 
consiste. Supposons, par exemple, que l'on demande les coefficicns 
de A*q dans les valeurs de AtB,CfD,£,F,0? On 
rassemblera les coefficiens de la façultë à exposant sis , que l'on 
• trouvera être i , i5 , 85 , 225 , 274 • 120 ; on les muliiplîeii» 
veipeetivemciit par 1m facultés 61 i 5! ; 4r ,. 3! , 3! , t!. 0» 730 
$120 , a4 « 6 , 2 y I. f ce donnera les prodnîl» 



720 „ t8oa f 3o49' I- t35o 548 «. xdo' 



3*6"^ INTÊ&AÀTION AP^RÔCHÉË 
prenaot successivement le premier settlt paU la aomine Jiws premiers^ 
puis celU de« trois premier» , el ainsi d« siiiu , jusqu'au dernier, 
on formera la nouvelle «utto 

720 , 2520 , 4560 , 5910 , 6458 , 6578 ; 

dont les termes , djTÎiéi respectivement par les mêmes facultés 6! , 
51 , 41 , y. , 3\ , il , donneront les quotiens 

I , ni y 190 , 985 , 3a39 , «578 , 

qui sont précisément lès eoelRciens de A^ç» 

Supposons encore que l'on dcm- nde les coejflîcîens de A"ç ? U 
faudra d'abord écrire ceux de la [acuité k exposant laj ce sont 

1 t » 

a ....664 

3 ; . 1025 , ' 

4 32670 , ' 

é 5 ..«••.! ...357423 , 

6 :...3é375'58 , 

7 13339535 , 

8 4599^730 , 

, 9 ..... io5aS8o76 , 

" 150917976 , 

II 120043840 , 

12 . , '• 39916800 } 

on les multipliera respectivement par les facultés 
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iaîe:479O0i6oo 
ii!= 3991C800 , 
3628.800 . 
363880 , 
4o33o , 



io!= 



9!= 
2!» 



^ui donnera le» produit» 



5o4o f 
lao , 

a » 



















5*- • • • % • 


. . l^-ii 1295360 y 


6. . . • . • 


• . 13:293392320 ^ 


7*- • * » • 


. • «6o4465ao& : 




• ; 55t^8^6oo ; 


9» • • • • • 


. . 25a6i938a4 > 


10» 


- • . ^P58P785Ç ^ 


» - 




JIA» * • » » » 


. 5 399,iÇ8o*| 



3»8 INTÉGHATION APPBOCHÉE 

prenant enraîte le premier, pnîs la somme des deux premtc»^ 

pub celle des troSe premier» , et ainsi de suite . il viendca 

^79001600 , 

3. . 3ii35io4oo I 
3. 10098950^00 ; 

^ 21954240000 , 

5. « 3636553S36o » 

€• 49658837680 , 

7 4 • 59383992880 f 

8.. . 64781780480 , 

g. . • 67308974304 * 

10. 68314482160 ; 

II 68455569840 , 

13 68495486640; 

divisant enfin ces sommes par les mêmes faeoltÀ qni avuent d*a!>ord 
été employées comme multiplicateurs On obtiendra, pour la sâie 
des coeAoiens de A"f » focmules » 

Jlf : ... 78 , 

z , : ; ^783 . 

K , : ; 60570 , 

- / I . i 'goiga^ i 

•..985294». 

<; , 8a3io»9 \ ' 
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^ , 5398â6So4 , 

Et 3804540596.» 

D t ii36go8o36o » 

C , 342277849*0 , 

B , 6a495486€4o . 



^. XJa second ihéorèroe , qui n'e»t pas moins digne de remarque , 
^aoiqa'U n'ait point eDcore pour lai une démoiMtraUon rigoureuMi 
naît qui «$| fondé «or «m inducUon plot qae raffiMDie , et doquet 
d'ailleim je roe propese <le m'occoper encore, c'est que tontes ces 
séries de coeffieîeos qui nunltiplient les différences d'un même ordre 
dans nos fomnles (6) jouissent sensiblement de la propriété de se 
teproduire eux-mêmes en les divisant re»poctiTem«nt par les nombres 

naturels c , a , 3 , 4 * i et se rapprochent en cela des termes 

de la s^rie hypergëométrique ordinaire i , 7, 7, ziy 7.4 > j^z 
qui multiplient respectivement les termes i , ar , a* , jc' , a* 
dans le développement de , et qui jouisdent rigoureusement de 
cette propriété. 

Prenons , par exemple , du plus grand au plus petit , les coefK- 
dens de A'^ , et divi$on$-les respectivement par i , 2, 3 , 4 1 «•*• t 
noas «lirons 

i.7a79a«7a79a , 
f.7a79aaB36396 , 
f .36636a laoi 2 , 
1. 11424= ^856 f 
d45o= 490 f 



33o INTÉGRATION APPROCHÉS 
qui sont à peu près ces mêmes coeaciens, le premier eMOÊptL 
En opérant de la même manière «iw Ua coafieieii* de A*V> 

cous irouvcroiu 

7 •'A0736o9i3sao736o§t» ; 

20736091 a=io368o456 ; 
» • 

103499016s 3449967a ; 
2* 34157480= 8539370 ^ 

ï. 8346195=: 1649339; 



qui aom I peu près ces mêmes cocflu U ns. 

Eoen , eo opérant encore ainsi sur ies coeiHciena de A'V 
mton» ^ ' 

T. 684o5486G4o= 68495486640 » 
^ . 684954S664os34a477433ao ^ 
7.34237784930=11409361640, 
•.ii367o8o3Gow 2843370090 , 
y . 28045405968 56o9o9fi9 ^ 

5. 539856004 S" 89976084 |( 



cil la même loi se manifeste (fgalomcnt. La dt^monstraiion ri^- 
reuse de ce théorème 5eidlt sans doute dijlicile; mais en attendant 
BOUS Vadoplerons , avec d miant plus de foodement qvCii 
coadiiîra.à dei Hiollato ejucw pl 4épi?i^ 
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9. L'intégration complète de l'c^uailon y-^-^- = Q , {Squalton 

dans laquelle la lettre Q dt^signe «ne fonction quelconque de x , 
suppose deux choses : d'abord la nouvelle fonction de x dont ia 
djffercniiaiioo nous ramènera à Téquation proposée , et ensuite la 
constante , multipliée par une certaine autre fonction de x. Nous 
«TODS vu que ce dernier produit restait le même quelle que put 
être la ibnclion Q; an conséquence, pour le déterminer, il n'y a 
qu'i TOÎr ce qu'il deviendra dans la supposition la plus simple qu'on 
piiim «dopter pour Q , qui est celle de Qaao, L'équation sera alors 

fvM donc que nous avons supposé 
d'où 

il faudra résoudre i'cquaûon 

C«U oondoira aak dqindona dëjà trourées (6) avec cette saule 
différence qu'ici ç , , , é,*q « m... Sènml g^o* 

Il en faudra seulemml rejeter la première équation lfssA**f qui 
devenant , dans le cas actuel , N=i o , donnerait zéro pour valeur 
de tous les autres coefficiens , tandis qu'il faut nécessairement laisser 
du jeu i la constante qu'on se propose d'ajouter. Celte légère attention 
nous met dans la position d'avoir cette constante , qu'il eût été 
bien difFiclle de trouver d'une autre manière quelconque, 

1 1. Avec cette-alteuttoo | les équations trouvées (6) nous donneront 
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K=i — 6o5ooAr , 

iss 4-901923^^ , 

£sa +8a3ioi39N' » 

jB=— 6849548664oiV , 

n ne rcsfera pTu^ qo'^ diviser la deinîèrft dé CM équations par 
chacana de celles qui la précèdent» pour avoir tous ces coeificiens 
l'un après l'autre. Le premier terme ji sera arbitraire ; U iomcnk 
la. coosiaiU& du psoblèmev et l'oa aura pour les auUe» 

68495486640^=— 68495486640/^ ^ . . 

6849548664olls>-ii369o8o36o^ ^ 

68495486640^= 4-2804540596.^ ; 
6849:)48664oF= --5398565o4^ ; 
68495436640^^ 4-8a3ioia9itf ; 
jK4954lB664oHas ^-9853g4a^ ^ 
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68495406640/ s 

6849543664ojr« 
6849S48664o£8 
684954â664oAf: 
6849548664oi\r: 



-<i-90i9a3wir , 
-78^, 



Eb eoM^ence 4a théorème énoncé cî-dcuns (8) , on voit fort 
bien ce que cet npporu compliqué» dofîonéfnienl dan» rUiBni ; 
oa «uiaU alor» 



a* ^iiî dlonnenic 

conformément «i»x viais principe» do ealcut îotégraK On voil en 
même tampa l'identité abaohie entra- le coefficient conatant A et 
le premier terme de la ^aérie , qui répond i x=o» 

12. Reste donc à trouver Tauire fonction de «y dont la dillé* 
wniiation non» eoodoit proprement à l'é^aiîon proposée 

Tcm, IL ifS 



m INTÊGaATIOM APPaOGHiB 

ConoM on a supposé * 

6n a , en mettant à la place de ^ , j9 , C, Z),....* le* raient 
IrauT^s (6) , 

a 

+. 

I 

Mettant ici', à la place ûm #, Ia»Tal«uni successives a ,3, 4»*'M* 
on aura 

Pour «=a,^s=^4-Ay+A'^ , 

3, ys=y-|. aAf +3AV+AV . 

4. y =f +3A^+7 1 oA ; 
.5,>rss^+4A^+i3Av+3iA»q4-48AV+26AV , 

e, jrsx^4-5Af^aiAV-i-7oA^f^] 7aA«^a66AV-i'i94AV« 
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i3. Eb mettant ici , à la place des difFérencci sacceMÎTCS ^ ' 
leur» taieura en y, , y» » f « ». y » i savoir ; 

6AV=^,-3^,+3^,— y, , 

"«>^y«?»^— 5y«+io^,— ioy.+5y,-y„ r 
»•••••»••••••••••••••»»•<• 

OD trottTera 



536 IMTÉGKÂ.TION A.PPEOCHÉB 
+57»9»r » 

+>856oî«^i4378j,+i4U8yi+339if| • 



Dans le cas panicnlier où les quantités > fi « » 7i •••••• wnieat 

ëgales onire elles, on aurait, dans toutes ces «îquations , y=y • ee 
qui pourra serTir»au besoin à vérifier l'exactitude <le nos formules. 

i4* Esêtn^ L Soil réqualUm 

On aura , dans ce ras , Q—a \ ainsi ^o» > 5 ^, > 'c» 

tous égaux à /3t -, eu cooséquense , Isutes les formules donnent poux 
iutcgrale complète 

i5. Exemple II. Soit l'ë^uation 

On tara Qsjpt donc ^^^o , ^,=1 , f «sa , ^,s3 ,;:;:.;{ et tratfl* 
les formules e'ecoordent ^akment à donner 
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ce 4jul «st rigoureusement conforme aux principes du calcul i on 
lif»9 «a «ffel, 

Dt «sa , afsaq^tSA f donc )ras|asa--iav->i ; 

De »=3 , ^y=af«— 3y.4-6j,4-y,=ii ; donc jr=a=3— 1=*— î 

De «=5 , 6oy=7fo— a5f«+5ova-4o^ ,+55^4+i3f j=*4oi donc j^4=s5-i»*-t î 

n en «en de mène des MÎvaoe , de sorte qu'on ann générelemnt 
et rigoarensenient ' « 

«6. Esctt^ iil. SwH rëqustioii 

Oa SUIS Q»'' donc 
eeh donne 

Pour ; ' ayss 4 , donc y as a=x*«— ajr-f a , 

4 , 6)raB 6o , ioa:#*— »H-a ; 

5 , Çoy=i020 , I7«»*— ajr+a , 

6 , 36b^s936o , a6a:#»— ajf+a , 



on aura donc gùiénlemtnt 



34o 1]>ÎTEGRAT.» APPROCH* DES ÊQtJAT.» DIFFÉRENT 
Pont MssS jr»fl+4H-«7<4- 74^+ » 

ré»tttutf qui MBit toat eonpri» én$ ta formule générale 
*fKM)4<si-^aH4)4^C»)--<a^^ s 

de sorte qu'on doit avoir 

30. Le» résultats obtenus dans ce mémoire ont tous été exants 
et rigoureux ; cl ils ont dù l'éUe à raison de ce que les exposant 
de toutes les puissances dont se composait la quantité Q étaient entiers 
et positifs. Dans le mémoire qui suivra celui-ci , nous prendrons 
pour ^ des ionctioos quelconques de s; nous l^r appliquerona 
h mtoe mAMe; noua aérons eonduiia à •des résultau abaolttH 
ment neufs » et nous aurons lieu dfdlre selisTaits de lenr exacttlode ; 
conséquence nécessaire dé l'approximation que noua a>rons employée. 
La seule dilBcolté qui veste sere le détamînàtkm de h eoBStMte. 

Dans le cas que nous venons d'exposer, savoir y-f- =Ç» cette 

constante était ; • enaore ne sommcs^nous parv&nus à ceci que 

par une ind iciion très permise ^ oiaisq^ui cut^dé di^cile dans d autre» 
cas quekontjucs, 

AN ALISE 
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AN ALISE ÉLÉMENTAIRE, 

JBjecherches sur la nature et les signes des racines dans 
les équations de tous les degrés ; 

Fai* un Abokné. 

Si Voa «ulûtitoe «nccessÎTement' & la place dé rineonnae » dânsunc^' 
^aatloa irooiériqtte , de degré quclcontjue » 'les termes* d'une 'pni--: 
^ressioo ayaM posr -^ffîéreoce consUmie un nombre plus petit que- 
la dUSirence entre set denx* racines les moins inégales , et s'^^iendank- 

de la limite inférieure de ses racines négatives ù la limite supé«*- 

rtcure de ses racines posilives ; il osl clair que les i r^ultats prësen-^ 
teront préclsëaient autant de cliangcmeat de signes que la proposoe 
aura de racines réelles , ol qu'on aura , en même temps, deux limiics 
de chocune d'elles; de manière qu'un saura positivement combif^u 
cette équation a de racines réelles positives , combien elle a de 
racines rÀdks négatives , el contéq^enllnent combten- dlfr en a> 
dlntaginaires» 

Ce procédé ne' laîss» certaîoenient rlei» ^ désirer en théorie; maîs* 
il est à - pea pris illusoire dans la- pratique > attendu que la recherche*^' 
d*un iioDibre plus petit que la différence entre les- deu» racines les> 
moH» inégales exige le recours à l'équation aux quarrds des diffé-* 
rènces des racines de la proposée , qu'on n'a encore calculé celle " 
C'<|i)alion que pour les cinq premiers degrés seulémenl , qu'il y a 
peu d'apparence qu'aucun gcomèlre ait le courage d'en pousser- 
le calcul plus loia, et que quelqu'un reùl-ii , il est à croire^ 
Jom. Xf ' 47/ 



3^2 KATURE DES RACINES 

que la compltcatton excessive des résultats ôterait toute enTÎe d'eu 

faire l'application. 

C'est donc one gestion non encore résolue , du moins sons le 
point de Toe pratique, qqe oelfe d« la recherche de la nature et 
des signes des racines des ^ualîons nnmdriqoei. Sans trop oser 
l'espérer , nous désirons que les préceptes que nous allons donner 
sur ce jvjet soient juges de nature à atteindre le bot Ces préeeptee 
auront pour bases les obaorvatieiia soivantea. 

I. Une courbe parabolique d'un degré pair, dont l'équaiion eU 
conséquemmeot de la forme 

+it=r » 

e- lou|onrs deux branches qoi e'étendeiit & llnfini ; i*oiie dans la 
région des « et y posittm, et l'antre dans la tigam des s né- 
gatives et des jr poutirea. Car , en faisant , dans cette dqoatioB , 
jrs^ho», on a également jrja*^^ 

II. Une rourbe parabolique d'un degré impair, dont l'équatioB 
est cooséquentment de la forme 

a toujours deux branches qui s'étendent i l'infini , l'une dena 1« 
région des « et )r positivée , et l'anlrè dens la région des « et jr 
négatives. Car, en faisant, dans cette équation ^ '^±o», on n 
jra»jH e» , respectivement. 

I 

m. Une équation numérîqoe en JP, d'nn degré quelconque, étillt 
donnée , et le nombre de ses racines réelles étant supposé connu , 

on peut toujours obtenir , pour chacune de ces racines , (!eux limites 
qui ne comprennent entre elles que cçUe seule racine , et savoir 
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•dfiiéqaeDMneitt eombSea elle a doi ncînes poûtWes et d« racinet 
fféelles négatives. 

Cela est d'abord sans diificultë , lorsque la difîërence entre les 
deux racines les moins inégales surpasse l'unité; car , en substituant 
pour X tous les nombres entiers compris entre les limiics extrêmes 
des racines , on aura autant de changornenj lîc signes dans les 
cësultats que Tcquation aura de racines rccilns , et ces changemens 
da signes , en même lemps qu'ils feront connaître les siijnes dca 
lacîne* , indiqueront , pour chaeane d'elle* , deux Kmites ne com- 
prenant entn elles qaé celle seule racine. 

BIms « comme la' diffiirenee entre deux racines d'une ëquatibn 
peut fort bien être moindre que l'unité, il est fort possible qu'en- 
y substituant , à la place de « > les seul» nombres consécutifs de' 
la suite naturelle . il- y aif* entra deux nombres ceosdcutivcmeni subs- 
titués, deux ou nn plus grnnd nombre de racines réelles-, et il osl' 
évident qu'alors le nombre des changemens de signes dms les re'- 
stjltats des substitutions se trouvera inférieur à celui des racines 
réelles que l'on sait exister dans l'équation. On n'aura donc pas 
dans ce cas- des limites individuellement propres 4 chacune d'elles. 

On pourrait bien tenter d'éluder cette' difficulté , en multipliant 
préalablMMBt laaracbesde la proposée par quelque nombre entier;, 
mai», eoraaeplosieizradaaea-radiias poomtienidUlifnr-entre elles d'une* 
quantité esirememeot peltia , quelque grand que paurrait être le' 
multiplicateur déni on aurait- fait choix , il ponmit bien se feire* 
qu'il ne le fÙt passasse/, pour remplir le but^ ^ 

Pour mettre cette difHculté micnx en évidence,, supposons- q|ie: 
la< proposée-, du quatrième de^é seulement , sait 

OB: 

a5**— 47o*^H"3o7ajf— 7988jr+7.ioo=o . 
qui n'a- q^ danK iaciiies réaUe»>. lesqiiellës saai. toutes dénx. ceBh>- 
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prûes entre a «t 3. Supposons ^nt l'on -muiIm feulement qu'elle 

n'a que deux racines réelles , sans sayoîr en quel lieu elles se 
Irouvcnt ; par la règle de Descarlcs , on verra bien qu'elles sont 
toutes deux positives; mnis si , dans la vue d'en trouver les llmilcs, 
on substitue pour ^ les notubrès de la«uite naturelle , on obùcadra 
.les résultats suivaus; 







X 


1734^ 


■M 




3 


"S • 


4 


630 « 


5 


.860 f 




644 « 


7 


S6« • 




1604 i 



,^ul nous montrent seulement que les deux taxâam néefîes que foa 
esit exister dans l'ëituatîon propostSe doivent Atre oomprtses' soit- entra 
I et 3 sott entre 6 et 8 , sans nous faire connaître lequel des deux 
«as a effectivement lieu ^ et » à plus forte raison , sans noos donner 
)es limites séparées de l'une «t de l'autre. 
SoU. encore l'équation 

42**— i»i*'+43**— i3jp-|-i=o f 

/fue l'on sal^ <i*M0Îr qne deux racines réelles , et que l'on Voit 
idV>l1eMfs n'avoir point de racines réelles aunlessos de 3 ; In 
««jbstilutioa s des trois premiers nombres «atnrels donnera 
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- srao résullib s i ^ 
i 60 , 

s 715 , 

I 

«8 qui nom nunttrm •eulement que les deox racine* réelles 6<nH 
il s'agit MDi aa-dess<ras de ['ânilé « sans nous donner les limiles 
distinctes de ebacone d'elles. 

. Afin donc de IsTer çette dllBcnllë qui f comme on le sent Vien , 
doit croître avec 1o degré de Téquation', nous remarquerons d'abord 
-que , comme en augmentant les racines d'une équation proposée d'une 
quantité ('gale h la limite de ses racines négatives, prise en plus, on 
rend toutes ics racines réelles positives, il nous sera toujours permis de 
supposer que, comuic dans les exemples ci-dessus, la proposée n'a 
que des variations de signes , et conscqucmmcnt des racines imagt» 
siaires et des racines réelles positives seulement, 

Hons rappalteroiis , en second lieu , an théorème démontré par 
M. BndaBf dans vn mémoire présenté à rinstiint' en i8i9 00 t8i3, 
«t qui connste en ce qu'vM équation m s-»p de i^i fMileonfUê , 
ne itwmt ^vnnr n raane* ' mire p q ji* fiction m x^q 
■n*« ^ n permanenuf de plus ^ue Tiqwdm sa x^p. 

Ârant d'appliquer ce prinflpt? , faisons connaître une notation 
abrégée qui en rendra rappiication beaucoup plus facile et intelli- 
gible , et qui peint à la fois aux yeux cl If nombre des permanences 
et le signe du dernier tenue d mie équation de degré quelconque. 
CeUe Dolalion consiste à écrire , en général , 

(sp— ;>) 

pour exprimer qu'une Iratosformëe en a--^ à « :parmanen^ et 
son dernier terme positif •,. et- no«s deririons, au eontr^ire^ i 
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si nous TOulions exprimer que la môiae transiormce , ayant tOujoars- 

n permaneace» , a son dernier terme n<<gatlf» 

Cela posé , reprenons Téquation do ^«alriènitt degré de aoire 
premier exemple que ^ êOfrani nôtre ooUtion mm pouvon»- le* - 
présenter par 

* ♦ . 

(je} «4 . o ...... . -^-Jî ^ , 

ai.,, par hr médiodr de- M. Bodan , nous elieiiehona aaa trâÎMÛfiiidBa- 
anoeeiaives , noua pomtoo»» à; faide de le. .mime notatioo', lee- 
aapiéaenm eooune 11 auit:: 

(*-0 • • • • . o . ». „ 

^»»3) • a^ . -|-it ^ 

(4^4) a 4-^,. 

(j^-^ ^. . a . ..... . 4>A-,. 

llàpplleatibii' dit théoiime dè M. Biidan^ nous montre- aan4e ciBamp' 
que- lea dcax raânea dont noua oherchona lea timîtaa- ne- peovenr 
ètr» situées qa'entra a et 3 ou bien entre 6 et 7. Pour savoir 
lequel des deux cas a. lieu^t rendons 10 foia-plna grandes lea racioea 

des deux transformées en s— 2 et en- x—S , et cherchons ensuite 
les transformées de ces équations aiosi mediûéea; noua aaroaaaiaai 
les deux tableaux que voici : 
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' ' • .... 

(«(Mr-— »5)^«Im«— >A ; (iodr««6Q«M«iuM«f-il » 

L*ioipectuHi do pninSer de cet deax docmers tableaux nous montr* 
que c'est entre 2 et 3 quo sont comprises les deux racinet fëelles 
dool il s'agît, et nous apprend de plus que l'une d'elles est coib* 
prise entre 2,1 ci 3,1 et l'autre entre a, 6 et 2,7 j nous avons done 
deux limites distioctea pour chacune d'elles, et notre but se Iroure 
ainsi rempli. 

Ici, comme l'on Toii, le calcul du second tableau était superflu ; 
naît on conçoit que , dans certains cas , les deux tableaux peureot , 
comme celot <goe nous vnom calc^d eo prenlier lien , laisset encore 
le» deux lacinet ch e ïdiééi entré ' deu tnuMfonnéet conséculiTes de 
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l'un on rlc l'autre , sans qu'on sache auquel de ces deux tableaux 
elles (inivcnt apparlenir. Dans cr ras , il faudra , dans cba jue ta- 
bleau , rendre de nouveau les racines de la première des deux 
^nnsfonnëas lo fois plus ^ranilct et ehereb'er ensuite leurs trans- 
lormées conséeutÎTes i ce qui donnera naiuance à deux nooTeeux 
tableaux} et» an* eonlinuant ainn.» <Mi'arri?era-nécesaairainenl an but, 
qvielle qne pnisae être d'aUleur»^la peâlesae de la difféfenee entre 
let deux, ractnee. dont -il! a^t. 

AppUqaoD» eneore oe procédé h Téquatton. do. aeoond exempie, 
noua, aiinm».'4'Abofd le .pienier Itahlekur . 

(•T""*!)" • • • • • • • • J- 

qui nous montre de suite que les deux racines dont nous cherchons 
les limites sont entre o et i. Rendant lo fois plus grandes les racines 
de l'équation enXf et cherchant les transformées consécutives , nous 
awiona ce second tableau: > 

o. . . . . +^ 
a.. 

qoi'nous apprend,' qtie. noa déox racioei sont situëea aoit entre o, o- 
et o , I ,.soit entre n. i et o , 2. Nous voilà donc retombé dàne 
le mi^me cas que dans l'exemple précédent «. ce. qni* rendra nëcen^ 
atire le. calcul dea deux . tabJeaui que Toici: 

(loojr) 



j ■ 
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(lOOJP )MM*0..f..+A f 

(loo*— ; 
(loo*— 4)»'***o*nM'^R t ,^ 

(iQo«—i3)M..a^-f'il ;^ 

(io(M^i4)M...a..w-l-it j| 

(ioo«<wi7)M*M^«rt<A ; 



(iooji-*io)MMa^-|-^ t 



L^nspeelum du denier da cee deux teUemx aoatre tp» hue de; 
DM dti» racbce «tt «Dire 1,4 ^ ^fi j ^ PmMm «in tfi «t 1,7. 



IV. Soit l'ëquatîon de, de^ qu^koofoe 

«I sa dérivée 
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OD nit que les racines <Ie celle dernière sont les sliseisses des 
•onmeUrdè-K otfwbe panboli^« 

' Ht • V • • +/'*+^=/ s (X=jr) 
et qu'en âUninMit s entre l'nn etrautre, réqattion rliullante 
^-.lfîy.-.+ -by+f-o î (Y«û) " 

aura pour ses racines les ordonn(^os dos mêmes sommets , d'où 11 
suit que celte dernière équation aura pn^cîsëraent autant de racines 
re'ellcs et autant d<» racine» imaginaires que la dérivée de la proposée. 

En éliminant x entre les deux dquatioa» X^^o et , avant 

de parvenir 2i l'équation fip^le Y=o , on obtiendra «ne équation 
nù # ne iéra plus qu'au premln degré , et de laquelle , conséquemmenl , 
il sera faeilo de d^ttire les valenrè de > de celles de 

V. Enfin 61 Ton connaît des liiqiree^ asses approchées des coor» 
données d^ i^ciip d^ soij^in^U d'une courbe parabolique 

pour qu'il ne puisse y aYoîr lien ^ aueun«"nKé|^lse fur tu manière 
dont ces sommets se surcèdent consécutivement les uns aux autres 
ta^t) avrdiéssnsi qolau'destDus de Taxe dks f qU'& droite ci à gauche 
de l'axe de» y; et si l'on- sait de plus si la courbe coupe l'axe 
des y au-dessus ou au-dessous de l'origine ; ce qui est toujours 
indique par le signe de (9 ; à l'aide dés remarque* (Î,II), on 
prendra une idée suIBsanle de tout le cours de la courlic pour pouvoir 
déterminer lô Mmbre de eës' Miclôfts'iéèllés ét le signe de diacune 
d'elles. 
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A l'aido de toutes ces remarques, on pourra toujours assigner 
exactement le nombre et les signes des racines réelles de toute équa- 
tion proposée ; ainsi qu'on Ta s'en conTaincre par les exemples suivans^ 
dans lesquels non»' supposerons constamment la proposée délivrée 
de son second terme et de ses racines égales; - ce, qui est pennis. 

Esai^e L Soit la proposée du second' degitf i 

5*'-3=o., (Xsso) 
dont la dérivée est 

en éliminant s entre celte dérÏTée et l'équation 
on parviendra à Téqualion aux sbibmet» 

La courbe parabolique (Xs=y) n'a donc ici qu'un seul sommet , 
situé sur l'axe des y, à une distance —3 de l'origine ^ puis donc 
qtte(l) ses deux branches doivent s*étendfe h rînfinî^^du côté des 
jr positives, dans les deux régions des «positif ^ dès « né§atils; 
il est clair que celle courbe coupera l'axe des de paiit et d'autre de l'orr» 
gine. Nous patveneos donc ainsi» sans résoudre. Ëéquatîov S«*-^aKr<< 
à découvrir que cette équation a deux racines réelles ^deeiguea eeni 
traires ; et il en serait exactement de même pottt tOBtU aulru 
équation du même degré. . . 

Exemple IL Soit la proposée du troisième de|^ 

lod^— i&rH-TAo , (X=o) ' 

dont la dérivée est 
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isD ^Uminant s entre cette dérivée et l'é^uïtioto 

on aura d'abord Féqtiatîon da premier de|;rë ea *- 

et rëqnation aux eommeti «en 

7oyr— >i87so • (Yao) 

Cette dernière doit (IV) ayoir le même nombre de racines réelles 
que (X'=o) j et nous savons dpj;i ( Excmp. I) que celle-ci en a deux; 
donc l'autre en aura deux aussi ; et par conséquent (111) , on peut 
assigner la limite inférieure de chacune d'elles (*). On trouve pour 
l'nne et l'autre U.'nitesH-iSet— 3 qui» substituées pour y dans l'équation 
■ en donnent à peu près — o , 7$ , -4-o , 83. Ainri , au» deux aom- 
ifnpU .de la i^tube parabolique, (X=/) , on a , ik peu prêt, 

; c '^s-o , 75., 

eB»« de-pWs poiir arcio'» Y^^l S- d'où l'on Toitqoe la courbe para-* 
bolique a l'un de «es sommets dans l'angle des x négatifs et dea 
f positifs» et l'autre dans l'angle des jr positifs et des y nëgnlifs ; 
et qae l'arc de courbe qui va de l'un à l'autre coupe l'axe des y 



(*) Nous prévenons i«i , une fois poor loni^ , que . suivant ru«ag« génfrsl , 
lois^e deos aooibccs SMWit ds signes eontiaires , nous considérecoos 
J« ptns grand ceini des dam qui sera pondit 
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aa*deMaa de l'origine, et conséquemment l'axe des x à droite de cette 

même origine. Si l'on ioîni à cela les indications que nous avons 
données (II), on en pourra conclure affirmalivemcnt que la propns(!e 
a ses trois racines rdeilcs , dont deux positives et une négative. 
On se conduirait absolument de la môme manière pour toute autr« 
équation du troisième degré. 
gjF CT yfe Uh Soit la proposée da quatrième degré 



5jK«-~i8j^-4-i4»— 7010 , C^«o) • 
dont la dërÏTée est 

ios^'i8f-(-7So î (X^9o) 

en ëlëminaift # entre oette dârivëe et l'ë^ation * 

réqualîon da premier degré en m «era d^tbovd 

(6ojr+657>r+(7ojr+iia)so 5 

• * " f 

et l'on aum ensuite pour l'^quatloii anx nmmeff 

iaoo7'-K4o8of*+559368H'i3oa357so . (Y^o) 

Celte dernière doit avoir (IV) autant de racines r(iellcs que l'ë- 
qiMlîon (X'=o); et notu mona déjà {Esêmp, // ) que celle-d en 
a trois j donc l'antre en aura troia aosai $ et pair conséquent (III) 
il «era pwiible d'auigner , . en particulier , la. Itmile infibieuir de 
chacun d'ellce. On trouvera pour le» troia limitée «-5 , «—7 p — 4^ ; 
en lea substituant pour y dans Féquation en s on trouvera k pea 
près pour les abscisse» des sommets «^o > 67 » r — > • ^l* 
Ainsi , aux troi» sommets de Ja courbe paraboUquo (2Lsjr)|0n a 
sensiblement 
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jsst+o , 67 , ( ss+i , 59 , C I , 5rf , 

fss— 5 , 00 ; j /=— 7 I 00 ; ( 43 , 00 ; 

Ml a da f lus pour ssao , .jrBt^y ; d*«iA I'od voit ^ la «omlie 
a» en allant dn négatif au potUlf dans. le lenadea vn pirenûar 
sommet dans l'angle des S et y négatifs, qur les deux suifans sont 

daDs l'angle des x positifs et des y négatifs , qu'elle passe dn 
premier au second en coupant l'axe des y au-dessous de l'ori- 
gine, et coDséquemmcnt sans couper l'axe des x\ enjoignant donc 
i ces indications celles que fournit la remarque (I) , on verra claire- 
ment c^ue \}i proposée n'a que deux racines réelles seulement; et 
^pia eetf deux raeSnes aoni de signes eo&trainNk 
JÙua^k ly* SpU encow la proposée du cinquième degré 

Sont la dAiirée est 

en ^îiBÎnaiit » entre cette dérivée et NquatioB 

jMI aura d'abord l'c^uation du premier degré en x 
{(3oof^it7Q*+ao67 . 543a}« , 
H" {(3ooy— s 1 7 6)(535y— a667)+aQ67 (1 j 80/— 106916) | =s o j 
«t fliimite pour l'équatloa aoz aommeta 

iiaSof*— 5918^+763629 • "r* ► 

CY=o> 

83:ioioG . 097^^—9009(^00 . G4*=o . 
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Cette dernière doit aToir (IV) le même nomlire de racine» réeUee 
que (X'so); ef nous mons déjà {Exemp. celle-ci en a 

deux «ealemeat ; Taiitie en aura doive deux aussi ; et par consë<]ttent 
(DQ on poniia wMn^àtt la limite iiiTëri^A de chacané â'ellm. 
On trouve pour l'une et l'autre >f>4o et qui , aubttitnéea à 
la place de y, dan* l'équation en s donnant à peu près — a5 et 
H-i5 ; de sorte que, pour les deux aoaunets de la courbe pai»* 
lioliqne (Xssjr), on a «ensibiemeat 

Si l'on remarque de plus que la courbe cOupe l'axc des y \ une 
distance -f 7 l'origiue , on verra qu'en passant dp psemier som- 
met au second , elle di^t couper Taxe det « 4q êdté det m po- 
sitifs } a quoi joignant les indicaCUms fbunûea par la remarqua 
(II) y on en conclura que la proposée a trpis. racines péeUes aen** 
lement, dont denx poettires et une n^tife. 
^ Si présentement nous reprenons ces JBémes exemples dans un 
ordre rétrograde , nous verrons que chacun d'enx M ramène à celui 
qui le précède immédiatement , de sorte que lenr ensemble présente 
la solution complète de la question proposée dans le dernier. On 
pourra donc , en se cooduisant de la même manière pour tous les 
autres cas , parvenir h assigner le nombre des racines réelles de 
toute équation proposée , ainsi que Je signe de cbacune d'elles» I>e 
but que nous avions en vue an eommenoemwi dé cet article ihw 
semble donc complètement atlomt» 
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QUESTIONS PROPOSÉES, 

Problémea de Géométrie. 

.***•* » 

I. D'UN point dontië comm« centre , décrire on cercle qui puse 
par un autre point donné ou qiit toodie une droite ou un cercle 
donné ? ( 3 problèmes. ) 

II. Décrire un cercle d'un rayon donne qui , ayant Son Centre 
âur une droite ou sur une circonférence donnée , passe par un 
point dunné ou bien touche une droite ou un cercle donné ? 
( 6 problèmes. ) ' 

III. Décrire un cercle d'un rajon donné qui satisfasse en outre 
& deax de ces troia aortes 4e con^tieaa de passer par des points 
dônn^, on bien de toucher des droites ou des cercles donnes? 
( 6 proMèmes. } 

IV. Décrire on cercle qm , ayant son centre snr une droite ou 
sur un cercle donné , satisfasse en outre i deux de ces trois sorlea 
de conditions de passer par des points donnés ou bien de loucher 
des droites on des cercles donnés ? ( la prifèUmês. ) 



(*) Platiear* de ce* problèmes aont de première facilité } ce doui oe 1m 
mens ^SBftis dias la liste gésérale que pour U raidie plu* complète* 
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MATHÉMATIQUES APPLIQUÉES* 

Conxtdéraiiona êur Tacdon exercée par la terre sur lei 
corps situés loin lie sa surface i 

Par M. GfiORGM BmoiRB, proliessear à Tnoiveinié royale 

de Turin. 



La valeor do 11 gravtlë , \ la turiaee de le terre , dédoUe dee 
«bservatîona du pendule , Mt vraUnent celle qvi courient eux pointe 
• où ces eiwemtions ont été faitet : elle eat le résultante de toutee 
les forces qoî agissent sur le pendule au peint de la aurfece de 
la terre où l'on fait l'observation. Mais celte valeur ne peut plus, 
à la rigueur, être employée, lorsqu'on compare l'action de cette 
planète sur des corps plarcs & sa surface avec l'action qu'elle exerce 
sur des corps situés au loin dans sa sphère d'activité , tels que la 
lune. L'action de la terre sur ces derniers corps est duc à une 
plus grande masse que coile qui agit sur les corps placés à sa 
surface. Il faut donc introduire une correction dens la râleur de 
la gravîld terrestre-, loieqa'oa vent coosparer entre dies lae actîene 
dont on vient de perler. Cette eofreelion est, à la vérité , très- 
petite ; niais , comme die ^ due à mie cause ^ni existe rdellc 
ment , et à laquelle on peut avoir é^erd , il importe tonjeaie d« 
la eonnetire et de se pas le n^lîger. La eoneclion dont il iTa^l 
provient de ce qu'en supposant la terre sphëriquc ' hypothèse que 
robjet qui nons occupe permet d'adopter ) » landia qaa la OMasa 
IMB. m," XIJ , i.*' i'm» iSao» 4» 
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de ratnuMpliAra teimtre n'a pu d'infldance atfr le nuraremeot da 
ptndub , oUecré à b «nrfaee de la terre « cette mane agit néan- 
moins ter dea corps placés hors de ses limites. 
On voit par là qu'il faut distiogner dans la uxn dèok naasee 

distinctes ; l'une est celle de son noyau , à la surface duquel se 
font les obscryations du pendule ; l'autre est celle de l'atmosphère 
qui euveloppe ce noyau et dont l'action, jointe h celle du noyao, 
s'exerce sur les corps situés au-delà de celle même atmosphère. 

Soient M la masse du noyau , R son rayon moyen , et A sa 
densité; on aura M=j»AJi^i w étant le rapport de la circonié- 
rencé au diamètre. Pareillement, soit m la masse de l'atmosphère, 
et r la baoïeur Yerlieale d'une colonne de mattère de même 
denMtd que le aojau , éqoivalenie à la pression de ratnoaplière ; 
on anrn 

divSnht cette dqnation par ta préeédente, il viendra 

. • M rJ * 

• t« , 

dëreloppantle Mceii4 membre , supprimant l'uniid de part tt d*antre 

et négligeant les puissances de — supérieures à. la première , il 
viendra 

Poor avoir la valeur numérique dè ce rapport, tl liiut connaître 
r ( et par conséquent la densité moyenne A du noyau. La densité 
moyenne de l'atmosphère est donnée par la hauteur de U colonne 
barométrique ; et l'on connaît la densité du mercure par rapport 
\ celle de l'eau. Les observations du pendule ont donné A = 4 , 5 ; 
et CaTondish a ixouvé, par ses expériences, A=5,5f la densité 
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4e l'eto <ttnt tuppoiée iplt k IWitéb En prenant doue 6",7$ 
pear U hauteur moyenne du mercure dans le beronètre , i3, 59 
pour U démit» du mercure et i2B6366i98^ j le première Tilenr 
de A donne 

r=o"',76.-~ sa^So , d'où otss 0,00000 loSjlf, 
et la seconde 

En prenant donc pour Taleor moyenne 

in = 0,00000 iJIf , 

on aure 

M-{m—i,oooooiM . 

Si présentement on suppose que , le rajon Jt restant le même ; 
la niasse M devielkne M-{'m=it^»)M ( en lîiinni «so^oooooi) ; 
la gravité g deriendt» g'^ii^}/ i et , puis^n'on • ans btiindet 
moyennes ^ * . 

^=9"',8o8759a , 

on aura 

^'=9",8o88o5o . 

Ainsi g* est la Yalenr fn*!! faut employer , lorsqn'on vent pona* 
parer l'aciion de la terre sor les corps placés à sa surface avec 
l'action qu'elle exerce sur les corps situés au-delà de son atmos* 

plièrc ; OU bien , on peut conserver pour ractton de la terre sur les 
corps placés à sa surface la valeur originaire de g , due à la masse 
M ; pourvu qu'on introduise dans l'expression de l'action de la 
même planète , sur les corps situes au-delà de son atmosphère p 
U masse Mi-m , au lieu de la simple masse M* 



36o ACTION DE LA TERRE. 

La remarque que l'on vient de faire , sur la gravité à la surface 
de la terre , duil être appliquée , en sens inverse , ii la gravité k 
la surface des autres planètes. En nommant M la masse du noyau 
solide de la planète , A son raj'on et m la masse de Taimosphère 
dont ce noyau peut être raconverl , les ^««kûlA R , M-^m sont ^ 
données par robsenralkm «I par le eeleul. Des Taleon de eea qaan* 
tittfa on a âéèmt celle de ^ Ik la surface de la planète, en awp- 
posint TÎsibleiDent que le rajon de la masse M^m sott it Or , 
dans Phjpollièse de la planète sphérique , on* voit que la valeur 
de ir ^ I* surfilée n*est due qu'à la masse M dont le rayon est Jl. 

On peut observer enfin que , si l'on connaissdt la grsvitë ^ & la 
snrfaee de la terre , et la gravité k la hauteur • au-dessus de h 
même surface, en nommant M la masse du noyau de la terre , 
supposée spUërique et dont le rayon tst R, et m la masse de la 
couche sphérique d'air dont l'épaisseur est on aurait 

* 

ce qui donne 

^^Or , soit maintenant A la denntd moyenne de la masse ilf , et ^ 
la densité moyenne de l'air , pour la couche dont l'épaisseur est « 
(> étant donné par l'observation du baiomèlie k la surlace du 
noyau et à. la hauteur « ) ; on aura 

d'où on tire 

équation qui donne la Tileur de A. 
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Tout ce quî précbde esl rigoureusement vrai , d.ins la supposition 
que la figure de la terre et des planètes soit sphériquc -, mais on 
voit que les cnômcs remarques subsistent encore , à queb^ues pelitits 
modiûcalionB près, pour des £gures irès peu difTercntes de la sphère. 

Turin , le i a avril 1 820. 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

JDe rinié^raiion approchée des équations différentielles'^ 

Par M. le professeur Kramp , correspondant de lacadémî© 
royale des sciences , doyen de la faculté des sciences de 
Strasbourg , Chevalier de l'Ordre royal de la Légioa 
d iioDueur. 

( Diëxikaê jmimmre ). (*) 

f. 13ans un précèdent mémoire nou» noof sommes occupés d% 
rintègratioa approchée de l'équalioD / « 

tel lIoKgnlt ligoqfoiiw «t 
Si l'on fait 
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eette inlégiile devnnt 

désignant pw , f , , f . , y, , ce qae devient ^ dans les 
^ •oppositions paritcuKcres de *=a , i , a , 3 , .«^ , nous noos 
que rîDlëgnle de oeite ëqaation , où U iiMmité ;r poornit 
ém représentée par une expression de celle forme 

r = -^fo+%+^f.+2?y,+ î 

et qa'oo mit alors, pour le diviseur 
Vta» % 3y=^o-»-7. ; ' 
Trcis s eywj^^.-É^.+y, j 
flaire -, 6/=^,— ay,+3y.4-ay,+ay^ ; 

«S^/ } 5o4ojr=ai6yo—»346y.+35a8y,-567oy, +0^40^^-39067, 

+4536y.+n4af, 
Afiy ; 4o3aojr=:6oo7,-3o7ay,+683ay,-537 6^, -3360^4+1 79aoy, 
— i444V«+3U88f,+97367, ; 

} I5iaq|r:;a6oy,-aii5^.-|.8ai89..t9a78f,43o744^«-34o3of, 

rf3656o7s-.i4778y,-i-i4i487,4.339iy, ; 



Digitized b' ^ 



DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 36$ 
^ftîoti da rallt. Cet rëtultaU ne sont pu seulemeni approxt- 
^•lift ; tnaii ils mrI exacts y à la rigueur , toute» les fois que la 
fonction Q esl une puissance de « k exposant entio" it positif i 
ca rend la quantité i^Qâs intëgrable par elle-minie« Si cette 
condition n*est pas remplie , les re'sultats que nous Tenons de donner 
ne seront qu'approximatifs» mais de manière qu'en se serrant sea> 
lemcnt du diviseur sis on surs du moins, dans les cas ordinaires » 
rïniégrale jusqu'à cinq décimales au moios $ ei qu'avec le dtriseur 
neuf on pourra aller jusqu'à douze. 

2. On rend celte équation un peu plus générale en affectant 

» du fMtenr constant Ji \ elle derienl alor» 




Nous avons déjk renarquë qu'A se tédnit fadiement à la pre« • 
ntère , par la simplo soppesltion m^ns* , qui doDM 

<y étant une fonction do . pl os on moins dittlKDte do la pin* 
mière. Ce procédé fort simple jest en effet plus <|ue suBisant daot ^ 
tooles les intégrations particulières des é^liom de la fonno 

r+'.^ . 

dan* lesquelles Q est une fonction do * \ mais on serait forcé do 
le recoaaaltre insoIBsani dania les équations des ordres plus élovés, 
telles que 
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et ainsi detapUres. On sera donc nl llgt^ , rl.n.s tous lc5 caSyd'aToSc 
des solutions qui donnent imiite'Uatetnent ca A, €.•••», 
Térilable va'fur de l'inronnue y. 

3. Ln 50! u lion <!i; < e cas est plus longue , sans être beaucoup 
plus diiBcUe. £n po^ani 

yB-rf+^jr+rjr*+27»*+jP^ ♦+. .. , 



00 • 



iobftijliiaat dflûft dm» Téquailoa 
eUadmiidft 

En désignant encore ici par 7, , , , y, ...... ce que devien* 

^» lorsqu'on y fait successivement :r=o, i, a, 3,».. «el faisant 
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on aura les clifFereiice» consécutives ùu/ , aA'^ , HA*^ <Ia 
la uiaDiére aui tuit: 

0 

A f +aui)C4<i+3«)Ç-»-(i+4»)«+(«45«Wi+6»W". t 

A*^ = C+ ,3+3/ï;i)+(7-h » 1 54-35«)^4-(3 i+9o«)^+-f 

AV=iE+(»o4-ô«)-f-H65-f-6o<C-|--. , • 
A*y=F4-(i5-4-6/»)G+.«, • 

Oa regardei^ Im^ quènUtli ^ , Af , Ay » A'f y^*.-*** comme 

données et les eoefficiens A,B,C,Df •. comme Iw in*, 

connues du problème. Ù àera.doiite facile* té iroûvie^^edl«M^ 
commençant par la demiire >.,ponr laqnelle. j'ai pria le dmaimê 

coeffîtieni , désigné par la lettre N, De ccitc-cl oa remontera k 
ilf ; de ilf on ira )uaqu'i « et ainsi de suite. On aura ainsi le* 
valeurs des douté premier» coe0iciena A ^ B ^ C ,m,%,,N ,9iaÂ 
qu'il suit : . -.-.i ■■ >, ■,• 

I.* CcwfEMj^f A* 4 
A=ç — iïA^4'*(*+a»)A*^— i»(3-i-6vï4-6n»)AV; j 

—11(24-1- » oon+2 1 o/2*-f-a4o'»*"i" ' ao/i*) A*y 
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—A(4o32o4-ai 9i68a-f 7087440*4.1 6i 48i 6»* 

4-369388on*4-336j9ao«*4.a73i84o«< 
-hf 45i5aon>-|-36A88oa'>l*f 
4-»C36afiÔo-é-ao53i 5a»+7o36aoo/i'-i-i 73683900* 
4"3a5i90ooii»-|-4555456o/i»+476a8ooo/ï* • . 
.+35o784ixiiif+»^^ocNi*H-36a88oM*)A**f ' 
, . r-«(36a88oo-f-aia5.7a8o/»+765a 14560* 4-aoi8a8o<HWi* 
4-4»<>o3i6oo#i*+6-i947oGoo/î*+79'>i7592o»*- 
•4-7 3i 8o6ooor'+4790o 1 6ooA*4- 199584000B* 
1+399 i68ooo'*;A"^ ' 

'•|-«(399i68oo+a4 io8y68(M49o55o7856A< 

+a5a6i i,38a4fl '+55i 94876ooo*+gao4465aoo«» 
H-iS. 93-:923ao/.*-f 1441 ia9536on'H-i 18JJ289600A* 

:f:698544ooo(m*';^a634So88ooo*'-f>479ooi6o(M*')A**f • 
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a.* Co^^ent A 

Af-(t+ata)A*f4-(«+6»+6}AV'-r(64-aaii+36A'+MA*)A«f 

-4-^2 1 00/1+2 1 o/i'-f-a^ow'H- ï 2<vï*^ A*^ 

• +'720+35a8i«f9744^*+ » 7 6400*4.3 1 ooonH-i 52aonHSo4oA')A'f 

-4-C4o33o+2 191 +7087 44ii*+i6i48 1 60*+ 26938800» 
-|-3a659acM>4>a75i84oa<4-i45i5a«i'H-36a88oii*)À>f 

—(36388o-f>3o53 1 5a/2^7 03620012*4. 1 73(>ô32on*+323igoooi>* 
4-4555656oii'4-476a8oooii«-|-35o784ooA> 
-4- iG3296oo«*+36â88oon»)A'»/ 

-K36388<MH-at aS? aSoii-|-765ai 45SiiHraet8a8oo(Nt* 
-4-4 1 oo3 i6ooit*+6494796oon*+795 1 7 693011^ 
.-4"73 1 8o8oo<ia'4-479oo i 6o<w»'4- i ^9$84ooon* 
-1-3991 68oo«'*)A"f ; . • 

^399i68oo4-a4> O8768oo4-9oâ5o7856ii*+a5a6 1 g38a4i2* 
•4*55 1 94876«M*+9^44^aocm*+i3a93a9a3aoii* 
-♦-1441 >39536pn'+i iô552896oon*4-698544«ooo«' 
•f a6345o88ooB**4-4790Qi6ooii")A"f • 
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■ 

^»^-(34.3/i) A'y+( 1 1 + 1 8fl+i a»*) A*y-(5o4.i o5»+iao«'Woii'}il* 
4<a74+67at+i oacw" +9roi»*+36oJi»)A«f 
—-(i 7 644-487011 -|-fc8ao«*4* » o^oort*-f-75Gon*4-2 i>2o« ';4V 

•|-7o56oft»+8oi6oii«}4»f 

— (§09584+35437 3/1+Ô07 4o8rt»+ 1396940»» 

+i$3396(M«-Ht375920ft*+7a576on*H-i8i44on')A«^ 
026576+35 1 8 1 0(M+8684 1 6on'+i6i 595oon* 
-|-aa7 78a8oiï*+a38 1 4ooonM- 1 7 SSgaooa* 
-Hi648ooA'+i8i44ooa*)A*V 

— (io6a864o+382Go7a8/a+i 009 1 4ooon*+2o5o 1 58oon* 
-i-3347398ooii*-h39758796oo^+3659o4ooon* 
-4-a395oo8ooa>+g979aooQ«^i 9958400M* A' 

+(1 2o54384o-l~4527 53928/1 ^ 1 3G30969 1 

+a7597488o<vi»-|> 48oaa3a6ooa* f 66466461 Son* 
•|-7ao5G4768oii*t-59a76448oo'i'+349a7aooooii* 
^i3i73544oo/i»4-3395oo8uo«'°,A'y • 
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4.' Coefficient D. 

lfcAV-(6+4»)A«^r+(35+4o«+2o««)A»-(:i25+34on43oon'+iaon^;AV 

-^1 3i 33-f3707Ôfrf393oonH^864ois''|-23530Ji*4$7 aon') A'^ 

H-C> i8i34f 969i36A444d98on*'l'^43Mfi'-|-45864o»« 

■4-24 1 920/1*-}- 6o48on*)A9^ 

— (ï i7a7oo+a894730B+53865oo»*+759a76o«^ 

+7938oooiiM-5a464oon*-|-a7 Ai6ooB'4^48oûfif)A' ^ 

H-(i 27 53576+33638ooon'f6833864onH io8a466ooii* 

4- 1 32 52f)3 aon ♦-f' * ^ ' 968000^*^4-7 98336oon' 

-4-33a64oooA'<f66Sa6ooa*)A* 'y 
—(1 509 1 79764-4» io3a3o4«+9i99i46oo»» 

+ 1 6oo744«o<Mi'4-2a 1 5548; 20«* 

•t"a4oi88256on'-+-i 97588 1 600/î' 

-ft i64a4ooooR'+439od48ooA' 

+798336ooff*)A*V . 

JEssAV— (ï<H-5n)A*^-K86+75o+3oB')AV 

— (735+875n-|-63ofi*+a lOff^AV 
+(67694-98oon4-966oii*4-588o»*4-i68o»«)AV 

—(67 2844- 1 1 32 45/1+ 1 36oÔo/i*+ 1 1 466o«'+6o48oa» 
+i37aoa*J|A*y 
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4-(7:i3G8o + i3466a5«-»- 18981 90«"+«9843oo»» 

+1461 6oort*+68o4oy *4-i 5 1 aoon*)A'*'y 
— (8409500+1 7o8465o«+a7o6i65o»*-i-33i3a33aii» 
+3o4920oo»*+i 99584oo»^+83 1 6000»* 

4.i663AecHif)A'V 

|^(io5a58o76+3S99786ôo«+4oo i86o5on*-f-553887 180»* 

+Coo47o64o»*+49397o4oo«*+a9"6ooo<»« 

+io977i20on'-t-i99384oo»^A'*y . 

, 6.* Coejicient. F. ' 

— (i96o+<93»«+"76»'+336»H-)AV 

+(aa449+a7a*6rt+â293a«»4 iao9G/ï'+3oa4«*;A'y 
— (a693a54-3 7 gGBSn +39690Oit»+a9a3aci»* 

4. 136o8on«•4-3oa4oA^ A' V 
-K34i693o+54ia33o«4-6G3G4GG/ï'4-Go984ooii' 

4-399i68oa*4-i66330oa'+33a64oa*^A"f 
— (4»99573o4-8oo37aio»+'iio77743Gn*47iaoo94ia8/»' 

8 79 4oS o n * + ^ 8a I aooofl 19 5 4 3 4 o<** 
4-399i68o/»')A'V , 
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7. * Coe^cicnt G. 

A*^ — (3 1 '^']n)ùk' q-\-{^Z2.-\- 1 6914-56/1*) A*7 
— (45 36 +3 8a 2/1 -4-20 1 6/î *-h 5o4/i*) A»^ 
H-(63a j3-f- 1 6 1 5onH-48720/i*-4-2268o«^4-5o4on*)A"^ 
— (903o55-f-i »o44> ï'»-Hioi64oon*-f-665a8oiï^+a7720ort 

H-5544o/ï»)A"f 
-+-( 1 33395354- 1 846a9o6« 4-aoo 1 5688«*4- 1 646568on» 
4-97oaooon*4~3659o4o/ï*4' 665280/1 *)A"y . 

8. ° Coefficient H. 

A'y— (a84-8/i^AV4-(5464-388rt4-73«*}AV 
— (94 5o4-6g6o/i 4-33 40/1*4-7 ao/i *;A ' 
4-( [52 7 7 34- 1 4 ^2 o o/ï 4-95o4o« *-4-396ooB '4*7 920» A 
— (26375584-2859384/24-235324i/»»4-i386ooo/»' 
4-32272o/ï*4-95o4o/»*)A'*y . 

9.» Coefficient I. 

A«y~(36-+9n^A»y4-(87o4-4o5/i4-9o/i*)A-y 
— ( 1 8 1 5o-|- » 1 88o/i4-49^P«*4-99o/î*) A"^ 
4-(3574234-294o3o/ï4.i7325on*4-6534o/i*+u88o«*)A'V 
10* Coefficient K. 

A»^— '454- 1 o/ï^A' 1 32o4-55c./î4- 1 1 o/i*;A"7 
4-^326704- i^25c/î4-726o/»*4-.i 320/**^ A"y . 
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II.* C&igUient L. 

13.* CceJ^imt M. ' ^ 
j|fsA"f-<66-i.iM)A'*^ . 



CoeJ^eitnt 



4 Les valeurs des coefficiena de celle longue sërie de rtfsnluie 

se présentent très-f.-tcilcnient , pour peo qu'on ait sons les yeux 
Ja tablo de ceux à<^s /acuités numériques , «elle que je l'ai donnée 
dans mon Analise des réfractions , et doal je doj»er uoè 
copie , conuauëe jusqu'à douze, La voici : 




I 

3 

6 

10 

i5 

21 
28 

3G 
45 
55 
66 



2 
1 1 

35 
85 
175 
Saa 
546 
870 

l320 

1935 



G 

5o 

225 
735 

4536 

i8i5o 

3^670 I 



274 



1634 
6769 

32449 

63^73 

157773 
35743;* 



«764 
«3i3a 
67284 

90J035 



7ao 
i3o68 
ii6ta4 

723580 

3416930 

13339535 
VllI. 
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VIII. 


5o4o 






IX. 


i095b4 


4o33o 




X. 


1173700 


loaGSyô 


363880 


XL 


8409500 


13753576 


10638640 


xn. 


45995730 


105258076 


150917976 



3638800 I 
t3o54384o 1 39916800 ; 



5. Suppotoiu & présent qu'on deraiiide la partie de la aérie qui 
fait connattra le fmOrième eoiffieitnt, ou D. C«Ue aëiie commence 
par la iroisième diffirtntê delpr , ou par A'f , qui cat mulliptiée 
par Xumti seuie. 

Le second terme sera la dîfféreDce plus ëlevëe d'une unité, ou 
bien A*^. Pour trouver lea nombres qui multiplient cette quatrième 
di^crence ^ on prendra ceux de !a quatrième faculté^ ou de 4'» 

à commencer par le troisième terme de celte faculté; on aura 6,1 ; 
on les multipliera, le premier , par i , le second , par 4 ; aura 
les produits 6.1 , î ^ d résultera 6-^4^ » c'c^t coejSicient 
de A*^. 

Le troiiième terme sera ùi'q , multipllë par une fonction trinôme 
de A. Pour trouver les coefficiens de cette fonction , prenez , dans 
la faculté anlvantea 00 dani 51, les termes,* \. oombencer depuis 
letrcisièmo; cW-à-dtret35t JO« i {.multiplies ces trois termes,* 
le premier par x , le second par 4> et le troisième par 4x5sî30; 
vous aurex 35. 1 , 10.4 * i*30 } c'esl-à-dire , 35 , 4o t 30j U en résultera 
35-)-4oiH>son* / c*cat le eoelfident de . 

Le ^wtriime aéra A*^ , multiplié par une fenedem ^utinnome 
de 0. Preuez , dans la faculté suivante, ou dans 6!, les termeaà 
commencer depuis le quatrième » savoir ;'aaâ « 85 » i5, i ; multipliée 

ces quatre nombres , le premier , par 1 , le second , par 4 » 
troisième, par 4-^ = -0» d le quatrième, par 4^^^='20; tous 
aurez les produits 2aS.i , 8â.4 > i5^o,^i.i30 ; c'est-à-dire, 3^5 , 34o, 
7«m. X Si ' 
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3oo , tac; îl eo rétoltera le quadrinomâ aA5+34<N>Hh3ooi>M-t3bA' 

c'csi le coeAicient de A^f . 

Le einfuièmê sera A'^ , multiplié par une fonciion paitanomê 
de A. Prenez , dana la faculté .auivante , ou dans 7! , les termes à 
commencer depuis le cinquième t savoir j 1624* 735, 17$» a 1,1 ; 
multipliez ces cinq nombres , le premier , par i , le second , par 
4, le iroisième, par 4*^— AO* le fuûtriime , par 4.5.6= 1 30, le 
cinquième y par 4«"»'^'7 = S-^o , vous aurez les produits 1G24 » "94o > 
35o >, , 840. li en résulte le polynôme 1624+3 9400+ 3 5uOA* 

j/z'+84o/i* : c'est le coefficient de 

Le sixième sera A'y , inuUiplic par une fonction hexanomc de 
A. Prenez, dans la faculté suivante , ou dans 8! , les termes à 
commencer depuis le Hxihiië » saToir ; i3i3a, 67 G9, 19C0, 332, 
a8 , t i muUipliez'Ics par ceux de la progression bypcr-géoroétrique 
1 , ^tUOjiTo tfifyï , 6730 ; TOUS aurcs pour produits les coefEciens 
du polynôme i3i3a-4-a7076a4-39200AH*^d64<)'>''^3352oi>H€720o' s 
ce sera le coe/Ecient de A*^. 

On continuera de la même manière, tant qu'on voudra « c'est- 
À-dire, jusqu'à la dousième faculté; c'est là où nous avons aiirété 

nos calculs. 

6. Qu.int à la progression par laquelle il fnudra multiplier les 
nombres pris dans la talde péiirral<^ des facuit<'.<; , i! f .mira remarquer que 
Pour A c'est la série hyper {^cuiuéuiquc ordinaire, savoir j 

t,»,6^a4, iao,7ao,5o4o,4o3ao,36a8do,36a88oo.3g9i6doo . 

Pour B c'est la même série. 

Pour C c'est cette mèin£ série , à partir du second lerme et 
divisée par a \ c'est-i*dire, 

tf3,i a,6o,3€o,a5ao,aoi6o^i8t440|iS>44oo,i99584oo . 

Pour D c'est celle dernière , à partir du second lerme , et di- 
visée par 3 i c'esuà-dire , 
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m 

2,4^0^130,840^6720,60400^604800,6652800 ; 

Pour E c'est la précédente , à partir de MU second teme 
divisée par 4» c'est-à-dire, 

i«5,3o^3io,i68o,i5iaoi,i5idoo^i663aoo ; 
Poor F c'est i,6,4a,336,3o34,3o34o,33a64o . 

Pour G c'ait i,7,56,5o4,5o4o,5544o ; 
Poar£l4^Mt • • I, 8, 72, 720, 7920 ; 
Pour / c'est .... 1, g, 90, 990 f 

Pour c'est 10^ iio ^ 

Pour Z c'est ii j 

Pour ilf c'est ;*a;.;2.aj' 

7. Soit A=a. Ou aura 
et la valeur intégrale et rigoureuse de y sera 

dans cette même sapposition, on aura 
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>f=V— lAy-f.toA*»-^A»f+77aA«f— 98o8AS^4.i4955aA«y-a66oF44AT^ ^ 

Css + A*f-9 A»î+ 95Aif— «aaoA»f^i8664A(f» 33a368A?f } 
^= + l4A«f<4* >9«AV- 3o65A(H- 55lo4A:y ; 

^ + AV- aSAff ; 

+ A7y » 

d'où on conclura 

1 4*H95*» — 386^ 4*7 7 2)A*ç 

a7**+355*«— 3o65*»4-i6664*«-74776H-t4965a:AV 

• 35«*+595*«-6685**+55io4x^-332388*»4-i33oa72* 

Oa aura ainsi 



4 . • . .,^>9^4.aA^ 6A»y— 4Aî^+io8Aty . 

Pour *=;6 . . . .^==y+4Af+i6A'y4-{^Aîy+i48A«j— 3a8A»y 

+7644A«5' ; 

Pour . . . , /=y+5Aj+a4A»^+9aAif +3a4A«y— 6$8BA«f 

i333a4A«^9fi72A}f . 



et ainsi de suite. 



I 
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Et en6o en mettant pour Ay , A*f , A'y , A'ç , leurs valeur» 

^ 9 * 9» * f* » 9t * • d'aprti 1«» formuler connue» , on aura 



et ainsi de suite. 

S. EscmpU. Soit , l'é^uatioa sera 



die aora pour intégrale complète 

La n^ihode tclaelle doom ^aso , f|8i , f,a8 1 ^iSaj J 

» ff»t35 , ft=2l6 

On «ttra donc , pour «s3 » 

donc y =—3. 
Pour «s4* <Mi aura 

* 

6f«-*i44+i53G— 3034+1 7a8s-i-96 j 
donc y=i6. 
Pour 4PaK5, on aura 
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i3or=— >568o-Haooo^a5aA6o-t-a8ooo— 985oaB564o ; 

donc y=47' 

Tour j:=6 , on aura 

4-ao3688= 4-8640 ; 

donc f SS96. Et «inti d« suite. 

Or, tootei 'ceà Valears, Uni de m qttè de / , lent visiblement 
comprises sous la loi, générale 

jpj— 6«*4-a4*— 48 ; 

ainsi l'intégrale complète sera 

9, La métliodc est sur-tout infiniment prëciettse dans les cas 
innombrables où la diffiicenlieUe 



ou \ plus gén^ralemenl » • > • 



n'est pas intëgrable k*la rigueur ; pnrne qii'alors elle fait connaître 
la véritable valeur de l'incoanue ou de la variable y , avec une 
•Pproximetton beaucoup plus rapide que toute autre méthode connue ; 
ce que nous ferons voir dans le - premier mémoire ^lû suivra 
celui-ci* 



■ 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Solultons du premier des deux prd^èmes degéomdirie 
proposée à la page i35 de ce volume. 



Problème, Par m polm i^tà iaas fiiOiriêur fum angle 
itièdre tri-netangU y «I ^aiêmêni éistMtt iê 9t trcit feus , 
conduire un plan tellement dirigé que sa partie itttereepté» dans 
langlê triidrê dont -il J^agù soii im Pwgla umNakU â ant 
trianglê donné f 

Solution géométrique i 
Par M. Yectem, licencié ès sciences. 

Si nous considérons les traîs c6tés du triangle donnë comme les 
diamètres de trois sphères , ces sphères se couperont en deoz points | 
ait-dessus et au-dessous du plan de ce triangle ; et il sera très- 
facile de détermiacr la projection commune de ces deux points sur 

le plAi) du triatigltf , ainsi que leurs distances ^ cette projection. 

âi l'on joint l'un quelconque de ces deux points aux trois 
SOmoicts d(i tiiani^le par des droites ; ces droites seront les aréte^ 
d'un angle trièdrc tj i-iecUngk' auquel le triangle donnsf se trouvera 
inscrit, cl il sera facile do déterminer les longueurs de ces trois 
arêtes. supposmt doiu: que ce t angle liièdrc so;t cel ai qui est donné , 
on lui aura inscrit ic triangle donné, et il ne sera plus (question 
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qott de mener par le point donné nn plan qui soit parallèle k cela! 

de ce triangle. 

Or , c'eal là une opération que Ton peut exéeoier facileinent 
et rigoarensement par Us proeédëa de la géométrie descriptive , 
ou par toua autres ëquivalens ; nous pouvons donc considérer le 

problème comme complctcnient résolu. 

On voit mùme que le problème ne serait guère plus difficile % 
résoudre, si le point donne, au lieu d'cMrc également dislanl des 
trois faces de l'angle trièdre, étaii quelcuiujue dans cet angle. 

Ce problème n'est, au surplus, qu'un cas particulier du pro- 
Uème oà l'on proposerait de menêr par un point donné ^pÊêiemipie 
dëM un angle trièdre iwni ^jaus» fueUonque ^ un plan idUmint 
Hr^é-quê sa partie iniera^êe dans Pangte trièdre dont il /agit 
Jét un triangle semMahte à un trim^le donné? 

La solution de ce dernier problème ne différerait nniqnéhient 
de celle de l'autre qu'en ce que , pour déterminer les longueurs 
des portions d'arêtes interreptëes par le triangle donné , supposé 
inscrit dans l'angle trièdre donné, II faudrait substituer aux trois 
sphères trois surfaces de rdvolution , ayant pour axes les trois cotes 
de ce triangle , et pour gt^ncratrices des arcs respectivement capables 
des trois angles plans de l'angle trièdre. Mais il est au moins douteux 
qu'alors le problème pût être résolu d'une manière rigoureuse avec 
)». règle et le compas. 

SchiUm rnialîdque ; 

« 

Par M. G E R G O N N E. 

Soient a » h ^ e les trois côtés du triangle donné , et ^ , 
j9 , 47 les angle» respectÎTcment opposés , dont les sommets sont 
supposés A • B , Ç 

Soit pris l'angle trièdre tri-rcoiangle donné pour cdnî des coor. 

données 
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donnas positivés ; rappiMoas , fkovir plot de gdnéralitë , que le 
point doniuS soit quelconque des» cet eogle trlèdire j et que ses trois 

coordonnées sdent « , fi , y. 

Supposons encore qu'on exige que , dans le triangle cherché » 
les sommets homologues à A , B , C , soient respectivement sur 
les axes des X , Y , Z , que nous prendrons pour sjmiioles des 
coordonnées courantes. 

Tout se rëduit évidemment à déterminer les segmens qui devront 
être interceptés sur les axes des X , Y ^ Z » k partir de l'origine 
par le plan cherché. E^nSsentoiis fOspeclÎTement cas segmens par 
* , r , X. 

L'équation da plan diardié sera eonséquonineBC 

• ■ • > 

^^^^^ 

— + h— =1 i 

» • / « 

«t , puisque ce plan doit contenir le point donné , on awA 

— h — «1 , 

ou bien 

Mais , pnisqoe le triangle cherclié doit être semblable an trianslo 
dimnéy on doviu aroir aussi 

«.+«>ssA-^ , I (a) 
X étant nn nombcn ineonmi , indiquant In rapport des cèlés luuno^ 
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logues de ces deux triaDgles. Mous avons donc aUiiî quatre éja^ 

\ tions entre les c^uatre ioconnue* s t .y t e , x. 

En rctram hant tour-à-tour chacune- des^ équations (a) de la 
somme des deux autres, U TÎeodfa 

ajr>sA>;£>4ia«-.^*)BB2AVtfCos.f , 

I 

a'où , an diitet par a et ezirayank la racine qoanée des deux 
membres 



' T^^VSOT . J (3) 



. ( 



oa aura donc 

I*a\/hcCot,BCoê.C 
4>^/eN;ok4Cei.B 
et 

« 

sabsUtuant donc dans l'équation (i) et divisant par , il Tiendra 
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d'oà . 

Td eit donc le rapport de« v&U» du IrîangU dierdié & ceux du 
triangle donné. 

En «nbitiiuaot enfin cette valeur de x dana lea ^quationa (3) ; 
en anm « 

Telles sont donc les valeurs des inconnues du problème. 

Mais si des somoiets A , B , C du triangle donné , on abaisse 
respeclivement des perpendiculaires AA' , BB' , CC «or les dl-. 
rectioDs (}es côtés opposés BC , CA , AJB , on aora- 

BA^=cCosJ9 , AB'afGoa^, 
dune, en aibaUtunit» «d aom 



JK/8«CoaJ9, 
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Si » prétentsment , sur les trois côtës da triangle donnë , pris ave> 
ecMÎTement comme 4woaètres , on décrit trois demi - cercles , et 
qu'où prolonge respeclirement les perpendiculaires ÂA' , BB', 
ce , jusqu'à la renconlre de leurs circonférences en K" , B'' , 
C" ; en menant BA'' , CA'' , CB'' , AB'^ , AC" , BC'/ , par la 
propriété de» corder ioscriles aux demUcercles , on aura 



BA' _ /BA'^Y 
■> . .■ 



d'où 



cv 



AB' /AB"\» 



tobstUttani donc , U 'vîandri fifileineiii 



AC" AB" 



_ BA" BC" 
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Ttkim eztcêneiiMDt ftnles à eoMtciun** 



Soluiions du problème d'analise indéterminée j^jpoêi 
à la page 944 d» prësenl 9olwnêi 

■-'•»•■>' ■ , ■ ■ • 

Par MM. 'BKko&BSC Sèsane ^ 

YscTEir» licencié ës sciences. 

A. OjLuvE , licencié ès lettres i • - 1] 

£t VJH ÂBOlfUE. 

' .. , î; •>. •.. : '•.. ...( ' ■- 

PROBLÈME, Quelles sont les valeurs entiireî les pltu (^alrales 

de X et j f 91 renêent eniUre la /câeiio»'^ f 

Soît >^ dit IL Surras , le plus grand eomman diviiehr de ef 
flt jr, do telle aorte qu'on ait m^jti^-y^fè» P ^ 9 
somlirea entiers premlera entre eu« , en i^ira -, . ..^ 

p 9t f étant premiers entre cnx * devront Tétie égalemenl Mftt 
P'\^ ; il «eri donc nécessaire / et en médie temps 3 suAir^, pour 
que le fooeiloo soît entière » qne > soit divisible par pJ\r^ y on 
dem donc avoir |s(jH^<^\'' ''^)f)B^ noidlH«liç^ 
on aura done ainsi, ^oiu> les valettcs cherchée^ de jr et de jr. 
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w moyen de quoi on aura, en effet» 

nombre entier » pourvu qu'on prenne de« nombres entier* pour 
P , 9 t 

M. Vecten cet ex9fteipent parvenu k I« même fiunnule } maia 
mus ignorons de quelle» ccMindératkNMr 11 l'a d^doile. 

-Far le* proeëdëi ordinaires de l'analtse ind^tennînëe , H. A* OlUre 
est jtonbé anr des valeurs de la>fMlM- 

■ 

Ces fommles rentitnt exaetancnt dans Ice préoidenles j en posant , 
en .effet , 

il vient , . 

.. .. ^ ^..- M^^^ *: . . 

«e qui donne y en anbstîtnant ; 

comme ci-dessus. 
,Uo Abonné s'est borné à considérer l'équation identique 
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en obserranl que si , dans le dernier lUtBtlffe , on remplaçai^ 
P''{,P^^)t yC^+y) respectWeiuent pir«etjr, ce dernier meubctt 

defena t ... 

*+/ 

M. OlUve observe qae« si l'oa veut rendre — ^ «f^ali un nombre 

ailier donné , il snffir» do d^compoeer ce aoïkikra entier en trois 

facteurs , ce qui est toujours possible y dùt-on prendre deux de ces 
facteurs égaux k Tunilé ; on prendra enauite ces trois facteurs pour 

Il luit de U que dans le cas même où le nombre entier donné 
serait un nombre premier P , le problème serait encore susceptible 
de deux solutions , suivant que l'on ferait r ou bien l'un des deux 
nombres p et ç égaux à ce nombre premier F ; les valeurs de 
« et ^ seraient , dans le prenfier eaa , 

et dans le second 

On peut , an anrploa, nenuirqner qvH est Imposable qiu» # ef f 
soient tous deux impairs , pois^'alon jff Aam impair ne pourrai 
être divisé par a+y , qui serait néeeiMéîreraent on nombctt 
c'est une observation qui n'a pas échappé à M* OlUve. 



> 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

\ : * ' ' ' 

* " prablèmé danalise indélermwéB, 

_ * # • • 

pAH eoin!>îen de tytîhme» èt Ttleufs de jf.tt y peut^ rendra 

la fonction ëgale an nombre entier N=a*l>^c'^ dans lequel 

ft^y, « .,^.-^tde» n<»m^,res preaiiera inég4ttx , dîffîreos del'pnité? . 

ProbièmB dcmalise iransçendanie» 

♦ 

On propoM de dënumlKr la «jrîe Ailf ibte : 



laquelle tend sans cessa à derenir nne progression géom^tri^ae dé» 
firoîs^He ayant jpour ^i*2?_î ? / « * ' 
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ERRATA 

Pour le dixième volume des Annales. 

Ligne 7 , «-* a*; Ifitc t ao. 

tigpa 6,«-3«i}/mis : 3a,yf, . 

4^ , ligne 3 , — n+o î : n+a. 

f «g. 90 , ligne 8 , en remostaot ^ f a-— r ; h'sm : •:±^ 
P«g« «17 , ligne 6 , — Coa.*< i Su* : Cos^. 

«85, lifw 1 1 — «nMBènei ; InMc t eu nCme. 

Ligne 3, en remontan; , — pn'r-s ; lis^r ■ positif. 
Page 348, HgM 3, — rendre de nouveau les racines de la pretnière des dem 
trantTonn^i 10 fois plus grandes , et chercher , etc. : 
lùtx : reoto à» nouveau ke racine» de la IranifonBéB qui « 
"ICiat permanences de plu* qut celle ^oî b eqit iniaié>' 
iliatement 10 fois plus grandes ; par exemple , dans le 
a." tableau, il faudra rendre 10 fois plus gT.<ndes le* 
radaee de l^ttaiion en I W"CB | «t chercher, etc. 
colonne de givdie , — iupprimez Us trois dernières Irans/ormditm 
Ligne 4 I en remontant , — i,4 et «,5; liiez : o,i4 et O^lS. 
Même ligne, 1,6 et 1,7; lisez ; 0,16 et 0,17. 
Pag. 35o , li^ne i3 , — ajouttt t J'appelle celte ^«pntion » oA » n*eit qu'as 
pnmier degré , IVç ttatten aux sommets , parce qu'elle fait 
cennaiue la {naitiondeteomneude la cenrlie parabelifinak 
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CORRECTIONS ET ADDITIONS. SgS 
fflt 35ti ligne la,-* «uiiaQauMUflftMr I M j. 

UgfM i3 , — ajoui$M ! Ceiu jquatioa «M b i^êiM t m «u 
particulier , que l'^qulIoB «R M«uaaals « parce foe IVm 

a ici x=o I X's=o. 
A|g* 35a , ligne 4 * premier degrë en « /ùt* i aux aonOMla* 
LigM 6, aox MOMMte ; Ut$a f «n y. 

Ligne iS , supprimez , aux Jeux endroits, oo. 
P«£e 353, ligne i3, — du premier degré en x ; lisez i aux «oiameU. 

Ligne i5 , — aux tommeU ( Uut : en jr. 
Pa^ 354> %M a, '^M^pprânar , «mis tmJMu , m* 

LigDe 6, en reraonfant , — du premier îlcyré en x ; ZiJ«r-. aax tommeU^' 

Ligne 5 , en remontant, à U fin , ~ tupprimes la virgule» 

Ligne 3 , ea remontant , au «ommel*; lisez en y. 

Ligne a, a» miaataet , — rmpltee* h pvini jmr tmt Hrpb , 
et supprimez la virgule de la Jin. 

Ligne I , eu remontant , — remplatez UidtUKfÙlUpariitfirgid^ 
Page 355 , ligne 6 , — — 25 ; lisez : --^,35. 

Ligne g , — — aS ; Usez : «--a,i5. 
Mini ligB«»v +t5ï t 4*'*^ 
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